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Vorwort. 


achdem ſchon Guſtav Holzmüller (Einführung in das ſtereometriſche 
wb Zeichnen, Teubner 1886) eine mehr zeichneriſche Behandlung der Stereometrie 
unter Anwendung der Methoden der darſtellenden Geometrie gefordert hatte und 
dieſe Forderung nachdrücklich von Carl Heinrich Müller (Projektionslehre 
für die Prima des Gymnaſiums, Programmabhandlung, Verlag von Auffarth, 
Frankfurt a. M. 1898) und neuerdings von Georg Scheffers und anderen 
wiederholt wurde, iſt die Überzeugung von der Notwendigkeit dieſer Beſtrebungen 
wohl in weite Kreiſe gedrungen, und die neuen preußiſchen Richtlinien haben ja 
auch auf dieſem Wege einen weiteren Schritt getan. Aber gut Ding will Weile 
haben, und ſo werden wohl noch einige Jahre vergehen, bis auf unſeren höheren 
Schulen das Ziel voll erreicht ſein wird. Beſonders erſchwerend wirkt hierbei die 
geringe Stundenzahl, die neuerdings dem mathematiſchen Unterricht eingeräumt 
worden iſt. Will man auch nur die Anfänge der darſtellenden Geometrie den 
Schülern darbieten, ſo wird dies zur Zeit nur dadurch möglich ſein, daß andere 
minder wichtig erſcheinende Gebiete des vielſeitigen mathematiſchen Unterrichts 
in entſprechender Weiſe beſchnitten werden. 

Die vorliegende Arbeit, die den oben erwähnten Verfaſſern manche Anregung 
verdankt, iſt in erſter Linie beſtimmt, das mathematiſche Unterrichtswerk von 
Reinhardt-Zeisberg zu ergänzen, das bisher nur die erſten Erklärungen der dar- 
ſtellenden Geometrie und die einfachſten Aufgaben enthielt. Sie eignet ſich aber auch 
wohl zur Ergänzung anderer Lehrbücher und zum Selbſtunterricht. Der Umſtand, 
daß alle höheren Schularten berückſichtigt werden mußten, nötigten mich, den Stoff 
nicht allzu ſehr zu beſchränken. Es ſchien mir dies auch ſchon deshalb notwendig, 
weil über die Auswahl des für viele Schüler zuweilen recht ſpröden Stoffes und 
ſeine Behandlung im obligatoriſchen Unterricht noch recht wenige Erfahrungen 
vorliegen. Das vorliegende Heft wird etwa bis zur Unterſekunda der Real— 
anſtalten reichen. Für Gymnaſien dürfte es in Verbindung mit bem fon im 
Lehrbuch Enthaltenen überhaupt genügen. Was ſchon im Lehrbuch über Körper 
und ihre Zeichnung geſagt iſt, wird größtenteils als bekannt vorausgeſetzt, um 
Wiederholungen möglichſt zu vermeiden. Die zum Verſtändnis unentbehrlichen 
ſtereometriſchen Erklärungen und Sätze mußten auf dieſer Stufe aus der An— 
ſchauung entwickelt werden. Sie ſind durch Lateindruck hervorgehoben und ſollen 
die Schüler allmählich in das Lehrgebäude der Stereometrie einführen und deſſen 
unerläßliche ſtrengere Begründung in der Oberſekunda vorbereiten. Der Übungs— 
ſtoff iſt den dem Schüler naheliegenden Unterrichtsgebieten entnommen. Auch 
techniſche Probleme wurden ſoweit berückſichtigt, als ſie nicht beſondere tech— 
niſche Vorkenntniſſe vorausſetzten. Einige wenige ſchwierigere Abſchnitte und 
Aufgaben, durch einen * gekennzeichnet, können bei der erſten Durchnahme 
unbeſchadet des Zuſammenhanges überſchlagen werden. Sie dienen zur Vor— 
bereitung ſpäterer Abſchnitte und können ſpäter nachgeholt werden. Die meiſten 
Zeichnungen mögen unbedenklich im Klaſſenzimmer in geeignete Hefte mit Blei 
gezeichnet werden, ſelbſtverſtändlich weit größer als im Buche, wo ſie notgedrungen 
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teilweiſe ſtark verkleinert werden mußten, um den Preis des Buches möglichſt niedrig 
halten zu können. Das Ausziehen wird man in der Regel der häuslichen Arbeit 
überlaſſen. 

Das ſpäter folgende zweite Heft wird die ſenkrechte Projektion auf mehrere 
Ebenen und einige geſchichtliche Mitteilungen enthalten, das dritte im weſentlichen 
die Grundlagen der Zentralprojektion und einiges über Kartenprojektion. In dieſen 
Heften, beſonders im dritten, wird die Kenntnis der ſyſtematiſchen Stereometrie 
vorausgeſetzt werden. 

Der Inhalt der Hefte wird auf Wunſch auch als Anhang in das Unterrichts— 
werk von Reinhart-Zeisberg eingeheftet und dabei den preußiſchen Lehrplänen 
entſprechend auf Teil I—IV verteilt werden. Es ift durchaus erwünſcht, 
daß alle Schüler beim Unterricht die Schaufiguren, welche ſchwer zu beſchaffende 
Modelle erſetzen ſollen und zum Teil nur mit großem Zeitverluſt an die Wand— 
tafel gezeichnet werden können, vor Augen haben. 

Ich bitte um nachſichtige Prüfung meiner Arbeit und werde für Verbeſſerungs— 
vorſchläge jeder Art ſehr dankbar ſein. 


Frankfurt a. M., Oſtern 1927. Hermann Detlefs. 
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Die Anfangsgründe der darftellenden Geometrie. 


Einleitung. 


Eine wichtige Aufgabe für den Ingenieur, den Techniker, den Baumeiſter 
und auch für manchen Handwerker iſt es, die von ihm herzuſtellenden 
Gegenſtände, ſeien es nun Häuſer, Brücken, Maſchinen, Möbel oder ſonſtige 
Dinge, vorher richtig zu zeichnen. Die Zeichnungen müſſen ſo beſchaffen 
ſein, daß die Gegenſtände nach ihnen genau in der richtigen Größe hergeſtellt 
werden können. Solche Zeichnungen pflegt man „Riſſe“ zu nennen (, reifen" 
bedeutet ſo viel wie „zeichnen“; vgl. Reißfeder, Reißſchiene, Reißzeug). Wie 
fie gemacht werden, lehrt die darſtellende Geometrie. Sie zeigt 
uns, wie man räumliche Gebilde; vor allem die einfachen Körper, in 
verſchiedenen Lagen zeichneriſch darſtellen und an ihren Zeichnungen Kon— 
ſtruktionen und Meſſungen vornehmen kann. 

Die erſte Schwierigkeit, die bei der Löſung dieſer Aufgabe zu beſeitigen 
iſt, liegt darin, daß räumliche Gebilde, die drei Dimenſionen haben, auf 
ein Zeichenblatt abgebildet werden ſollen, das eben ijt, alfo nur zwei 
Dimenſionen beſitzt. Dieſelbe Schwierigkeit hat auch der Maler zu über- 
winden, der deshalb bei der Ausübung ſeiner Kunſt auch die Lehren der 
darſtellenden Geometrie bis zu einem gewiſſen Grade beherrſchen muß. 

Die einfachſten Sätze der Planimetrie werden in den folgenden Abſchnitten als 
aus dem planimetriſchen Unterricht bekannt vorausgeſetzt. Man braucht aber zum Ber- 
ſtändniſſe der darſtellenden Geometrie auch einige Erklärungen und Sätze aus der Stereo— 
metrie, die in der Folge an geeigneter Stelle möglichſt aus der Anſchauung entwickelt 
werden ſollen. Sie ſind durch lateiniſchen Druck gekennzeichnet. Der richtige Gebrauch 
der Zeichengeräte und die Regeln, die man zu beachten hat, um möglichſte Genauigkeit 
zu erzielen, werden aus dem planimetriſchen Unterricht bekannt ſein. Man zeichne 
die Figuren weit größer (etwa doppelt ſo groß) als hier im Buch und wähle ſtets andere 
Lagen der gegebenen Stücke, als hier angenommen ſind. Auch mache man die 
öfters angegebenen Genauigkeitsproben, durch die man ſowohl Ungenauigkeiten als 
auch gröbere Fehler entdeckt. 
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Erſter Abſchnitt. 
Die Parallelprojektion auf eine Tafel. 
A. Die ſenkrechte Parallelprojektion. (Erſter Teil.) 
Erklärung. 

Die ſenkrechte Parallelprojektion auf eine Ebene findet hauptſächlich 
Anwendung zur Abbildung des Geländes in der Feldmeß- und Erdkunde. 

Wir beginnen mit einigen ſtereometriſchen Betrachtungen. 

Auf ein wagerecht liegendes Reißbrett 
lege ein Blatt Zeichenpapier, auf dem von 
einem Punkte P’ (Fig. 7) aus nach ver- 
ſchiedenen Richtungen die Strahlen P’A, 
P'B, P'C uſw. gezogen find. Von einem 
darüber liegenden feſten Punkte P laß ein 
Senklot herab und verſchiebe das Papier, 
bis die Lotſpitze P’ beinahe berührt. Dann 
prüfe mittels eines aus Pappe geſchnittenen 

Figur 17). rechten Winkels, der des Lotes wegen am 
Scheitel einen Ausſchnitt haben muß, die 
Winkel PP'A, PP' Bujm. Das Ergebnis ijt folgende ſtereometriſche Erklärung: 

I. Eine Gerade steht auf einer Ebene senkrecht, wenn sie auf allen 
durch ihren Fußpunkt in der Ebene gezogenen Geraden (ihren „Fuß- 
geraden“) senkrecht steht. Umgekehrt steht dann auch die Ebene auf der 
Geraden senkrecht. 

Die Länge des Lotes PP” ijt der Abſtand des Punktes P von der Ebene. Denke 
dir das Lot durch eine im Reißbrett befeſtigte Stricknadel erſetzt und bringe das 
Ganze in verſchiedene Lagen. Die Erklärung Lbleibt in allen Lagen beſtehen. 

1. Wie viele Senkrechte kann man von einem 
Punkte auf eine Ebene fällen, wie viele in einem 
Punkte der Ebene auf ihr errichten? 2. Wie 
viele ſenkrechte Ebenen kann man durch einen 
Punkt einer Geraden legen? 3. Welche Lagen 
hatte der Pappwinkel bei der Winkelmeſſung 
in bezug auf die Reißbrettebene? 4. Wie prüft 
der Maurer mit dem Senklot die richtige Lage 
einer Wand? Ergebnis aus 3. und 4.: 

II. Eine Ebene steht auf einer anderen Ebene senkrecht, wenn sie eine 
auf dieser senkrecht stehende Gerade enthält. (Fig. 2.) 


Figur 2. 


1) Um Irrtümer zu vermeiden, ſind die Figuren- und Seitennummern in der 
ganzen darſtellenden Geometrie abweichend von den anderen Abſchnitten des Unter— 
richtswerkes ſchräg gedruckt. 
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Aus Fig. 2. oder einem danach zuſammengeſtellten Modell ſchließt man 
weiter: 

III. Steht eine Gerade auf zweien ihrer in der Ebene liegenden Fuß- 
geraden (AP' und BP’ senkrecht, so steht sie auf allen ihren Fuß- 
geraden, also nach I. auch auf der Ebene senkrecht. 

1. Wie kann man daher ohne Lot beurteilen, ob eine in den Erdboden geſteckte Stange 
lotrecht iſt? 

2. Wie kann man mittels zweier Zeichendreiecke oder eines Buches in einem Punkte 
einer Ebene das Lot errichten? 

Hänge zwei Lote in einiger Entfernung voneinander auf (Fig. 3) und 
prüfe mittels eines Maßſtabes ihre Abſtände in verſchiedenen Höhen. Ergebnis: 

IV. Senkrechte auf einer Ebene sind 
parallel. 

Grundaufgabe 1. Einen gegebenen 
im Raume liegenden Punkt P auf 
eine Ebene zu projizieren (abzubilden). 

Löſung. Die Zeichen- oder Bildebene 
liege, wie immer in dieſem Abſchnitte 4, 
horizontal und der Punkt P etwa über ihr. 
Denkt man von P das Lot (J, S. 2) auf : 
jie gefällt, jo wird der Fußpunkt P' dieſes Lotes als das Bild des Punktes 
P bezeichnet (Fig. 4 a). Man nennt P’ die ſenkrechte Projektion des Punktes P 
auf die Zeichenebene, oder man jagt, der Punkt P fei auf bie Zeichenebene 


Figur 3. 
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Figur 4. 


nach P' ſenkrecht projiziert (wörtlich „hingeworfen“) worden. Die 
Zeichenebene heißt deshalb auch die Projektionsebene. Wir bezeichnen ſie 
zur Abkürzung mit dem großen griechiſchen Buchſtaben TI (Pi). Die ben 
Punkt P projizierende Gerade PP’ nennt man den projizierenden 
Strahl und denkt dabei an ſenkrecht von oben auf die Bildebene fallende 
Lichtſtrahlen, in denen der als undurchſichtig betrachtete Punkt P auf bie 
Bildebene fein Schattenbild P” wirft, oder auch an ein in der Geraden P'P 
über P befindliches Auge A, deſſen verlängerter „Sehſtrahl“ AP die Bild— 
ebene in P' trifft. Man kann fih P' auch dadurch entſtanden denken, daß 
von P ein winziger Tintentropfen auf das Papier fällt. 

1 * 


4 (riter Abſchnitt. Die SBaralfe'projeftion auf eine Tafel. 


Denken wir uns nun P und das Lot entfernt, jo daß nur das Zeichenblatt 
mit dem Punkte P' darauf übrigbleibt ( (Fig. 45), ſo haben wir unſere Auf— 
gabe erſt teilweiſe gelöſt. Aus Fig. La geht lc hervor, daß nicht nur 
der Punkt P, ſondern auch jeder beliebige andere Punkt des Lotes ſein Bild 
in P' hat (nach P' projiziert wird). Um nun eindeutig zu erkennen, von welchem 
dieſer unzähligen Punkte P’ das Bild ſei, ſchreibt man den etwa in Zenti— 
metern gemeſſenen Abſtand des Punktes P von der Bildebene oder ſeine 
Höhe über ihr, d. h. bie Längenzahl der Strecke PP’ = p (kleiner deutſcher 
Buchſtabe) an den Bildpunkt P', und zwar + p (ober einfach p), wenn der 
Punkt P oberhalb, — p, wenn er unterhalb der Bildebene liegt. So macht 
man es bekanntlich auch auf einer Landkarte, um die Höhe eines Punktes 
über oder die Tiefe unter dem Meeresſpiegel anzudeuten. Eine ſolche bei 

dem Bilde eines Punktes ſtehende 
p Höhenzahl wird auch feine „Rote“ 
(frang. cote) genannt, woher ber 


ds | "6 Name „kotierte“ Projektion für eine 
A ſolche Abbildung ſtammt. Bei einem 

[9] „ ' 
M uu C | in ber Bildebene liegenden Punkte 
e P, bei bem natürlich Punkt und Bild 
Lin E 82 eins ſind, läßt man bie Rote (0) weg. 
HA o Statt bie Höhenzahlen an die 
F' 124 Bildpunkte zu ſchreiben, ijt es 
-4 i oft zweckmäßiger, bie Höhen als 
15, i H Strecken auf einem ber Beich- 
17 -325 nung beigegebenen Höhenmaßſtab 
j g beigegeben | 
t-f 4,4 abzutragen. Wir bezeichnen [ie 


Figur 5. 


mit dem mit den Punkten gleich- 
namigen kleinen deutſchen Buch— 
ſtaben und ſchreiben dieſe an die 


entſprechenden Teilſtriche des Maß— 
ſtabes (Fig. 5). 

Nunmehr können wir auch die Umkehrung ies erſten Grundauf— 
gabe löſen, nämlich aus der Zeichnung P' eines Punktes ſeine wahre Lage 
im Raum ermitteln. Wir brauchen nur, etwa mittels zweier Zeichendreiecke 
(j. die Frage 2. unter III. S. 3), in P' das Lot auf der Zeichenebene zu 

rrichten (bei negativer Kote nach unten) und eine Strecke p darauf von 
P' aus abzutragen, jo ijt der Endpunkt der geſuchte Punkt P. Gib hiernach 
die wahren Lagen der in Fig. 5 abgebildeten Punkte an. 

Um die ſenkrechte Projektion eines beliebigen Gegenſtandes auf 
eine Ebene zu erhalten, denke man ſich alle Punkte des Gegenſtandes auf 
die Ebene wie in Grundaufgabe 1. projiziert; dann ift die Geſamtheit aller 
Bildpunkte das Bild des Gegenſtandes. Bei der Ausführung wird es darauf 
ankommen, zunächſt die Bilder beſonders hervortretender Punkte, wie z. B. 
in Fig. 6a) der Eckpunkte eines abzubildenden Dreiecks ABC, zu konſtruieren, 
woraus fid) dann alles übrige ergibt. Fig. 65) ijt der Riß. 

Da bie Projektionsſtrahlen AA’, BB’, CC’ ujto. (nach IV. S. 3) ſämtlich 
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parallel find, ſpricht man auch oft von einer ſenkrechten Parallelprojektion. 
Man nennt fie bei horizontaler Zeichenebene, wenn die Roten der einzelnen 
Punkte weggelaſſen werden, auch den Grundriß der dargeſtellten Gebilde. 
Die Zeichenebene heißt dann die Grundrißebene ober kurz die Grund» 
ebene. Wir können das Bild wenigſtens des Umriſſes eines Gegenſtandes 
leicht dadurch erhalten, daß wir das Zeichenblatt ſenkrecht zu den Sonnen— 
ſtrahlen und davor den Gegenſtand befeſtigen. Das leicht nachzuziehende 
Schattenbild des Gegenſtandes auf dem Papier iſt ziemlich genau das ge— 
wünſchte Bild. Führe den Verſuch aus! Als Gegenſtand eignet ſich ein Draht— 
modell eines einfachen Körpers. Auf ähnliche Weiſe wurden vor Erfindung 
der Photographie ſogar Schattenbilder (Silhouetten) von Perſonen hergeſtellt. 


SEC 


Figur 6. 


Befinden wir uns in jo großer (eigentlich unendlicher) Höhe ſenkrecht 
über der Bildebene, daß wir bie nach oben verlängerten parallelen 
projizierenden Strahlen A'A, B'B, CC uſw. annähernd durch Geb. 
ſtrahlen erſetzen können, die in unſerem Auge zuſammenlaufen, ſo werden 
ſich für uns Gegenſtand und Bild ſcheinbar decken. Der Abſtand zwiſchen 
Gegenſtand und Bild iſt aus ſo großer Entfernung nicht mehr wahrnehmbar, 
wir erblicken den Gegenſtand deshalb ſcheinbar in der Zeichenebene. Man 
betrachte nur einmal etwa aus größerer Entfernung einen Mann, der in 
geringer Entfernung vor einer Wand ſteht. Gleicht nun das Bild dem Gegen- 
ſtand auch in der Färbung ſowie in der Verteilung von Licht und Schatten, 
ſo wird bei Entfernung des Gegenſtandes das Bild ihn für unſer Auge 
völlig erſetzen. Hieraus folgt, daß wir eine fertige Projektionszeichnung aus 
großer Entfernung und ſenkrecht darauf ſehend betrachten müſſen, um einen 
möglichſt naturgetreuen Eindruck von dem abgebildeten Gegenſtande zu 
erhalten (ſogen. Vogelperſpektive). 

Wir wollen nun an Beiſpielen ſehen, wie man Raumgebilde in ſenkrechter 
Projektion abbildet. , 
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— a= — — 


g einer Geraden. 


An einem geraden Drahtſtück ſei eine Reihe von Pendeln (Bleikugeln 
oder große Glasperlen an dünnen Fäden) befestigt Wir halten den Draht 
in beliebiger Lage über der horizontalen 

B Zeichenebene II. Ergebnis: 

V. Die von den Punkten einer Strecke 
gezogenen Parallelen liegen sämtlich in 
einer Ebene. 

Wir fajjen nun die Fäden als proji= 
zierende Strahlen der Streckenpunkte auf 
und denken ſie uns alle bis an die Zeichen— 
ebene verlängert. Die Fußpunkte (Bilder) 
liegen ſämtlich in einer Geraden A’B’, die;. 
weiter nichts iſt als die Schnittgerade der 
durch die Fäden gelegten Ebene E mit II. 
Die Strecke kann natürlich beliebig lang ſein, 
V. gilt daher auch für eine unbegrenzte 
Gerade. Wir haben alſo den 

Satz 1. Das Bild einer Strecke (Geraden) iſt i. a. auch 
eine Strecke (Gerade) (Fig. 5). 

Die die Strecke (Gerade) projizierende Ebene E ſteht nach II 
(S. 2) auf der Zeichenebene ſenkrecht. 


Sonderfälle. 1. AB | II. Das Bild von AB ijt ein Punkt: 


Satz 2. Das Bild einer zur Zeichenebene ſenkrechten 
Strecke (Geraden) iſt ein Punkt. 


Figur 7. 


Figur 8. 


2. AB || II. (Eine Gerade ijt zu einer Ebene parallel, wenn ſie keinen 
Punkt mit ihr gemeinſam hat.) Das Bild A’B’ ijt dann it (gleich und 
parallel) AB (weshalb 7): 

Satz 3. Das Bild einer der Zeich enebene parallelen 
Strecke iſt der Strecke gleich und parallel. 
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Was ijt über die Länge des Bildes im allgemeinen Falle (Sab 1.) zu fagen? 

) Teile AB (Fig. 8) durch ben Punkt C in irgendeinem Verhältniſſe m : n, 
jo verhält fid) auch A'C' : C'B' = m:n (weshalb?). Hieraus folgt: 

Satz 4. Das Teilungs verhältnis einer geteilten 
Strecke bleibt bei der Projektion im Bilde erhalten. 

Überzeuge dich von der Richtigkeit dieſer Sätze, indem du den Schatten 
eines geraden Drahtes (Stricknadel) auf einem ſenkrecht gegen die Sonnen— 
ſtrahlen gehaltenen Schirm auffängſt. 

Die Spur einer Geraden. Wenn wir (Fig. 9) eine Strecke AB, 
die nicht parallel II ijt, nach unten (über B hinaus) verlängern, jo wächſt 
auch A’B’ über B’ hinaus. B und 
B' nähern jid) einander und fallen 
ſchließlich in E zuſammen. (Zwei 
nicht parallele Gerade in einer 
Ebene müſſen ſich in einem Punkte 
ſchneiden.) Dieſer Schnittpunkt liegt 

aber auch in II (weshalb ?), und 
wird die Spur der Geraden g ge- 
nannt. Ergebniſſe: 

VI. Eine Gerade, die weder einer 
Ebene parallel ist noch in ihr liegt, Figur 9. 
schneidet sie in einem Punkte. 

Satz 5. Die Spur einer Geraden liegt auf der Projektion 
der Geraden. 

Von der Spur Gan verläuft die Gerade g anfänglich unterhalb der Zeichen— 
ebene und iſt deshalb als unſichtbare (verdeckte) Linie geſtrichelt gezeichnet. 

Der Neigungswinkel einer Geraden. Unter 
dem Neigungswinkel einer Geraden gegen eine 
Ebene verſteht man den (ſpitzen) Winkel, den 
die Gerade mit ihrer Projektion auf die Ebene 
bildet. In Fig. 9 ijt demnach 3: AGA, = y ber 
Neigungswinkel der Geraden g gegen II. 
Grenzfälle? 

Über Umlegungen. Stelle ein Zeichen— 
dreieck wie in Fig. 10 auf eine horizontale Figur 10. 

Ebene ll, fo daß eine Kathete, etwa AB, in der 

Ebene liegt, während die andere, BC, lotrecht ſteht. Unmittelbar hinter das 
Dreieck ſtelle eine Glas- oder Pappſcheibe E lotrecht und zugleich ſenkrecht 
zu AB auf. Nun drehe das Dreieck um AB als Achſe und lege es ganz in die 
Horizontalebene um. Was geſchieht mit der Kathete AB? Welche Bahn durch— 
läuft C? Was für eine Fläche beſchreibt BC? Welche Lage hat dieſe Fläche 
zu E? Lege das Dreieck auch nach der linken Seite um. Ergebnis: 


1) Sätze und Aufgaben, die bei der erſten Durchnahme als noch zu ſchwierig über— 
gangen werden können, ſind mit einem! bezeichnet. 
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VII. Wenn ein rechter Winkel sich um einen seiner Schenkel als Achse 
dreht, so beschreibt der andere Schenkel eine Ebene, die auf dem ersten 
Schenkel senkrecht steht. 

Beiſpiele: Offnen einer Tür, eines Kaſtens, Aufſchlagen eines Buches uſw. Was 
für eine Fläche beſchreibt die Hypotenuſe 402 

Grundaufgabe 2. Die wahre Länge unb Lage einer durch 
ihren Grundriß A'B' unb die Höhen der Endpunkte 
gegebenen Strecke AB = a gu ermitteln. 

Analyſis. Aus dem Schaubild Fig. 27 a) erſieht man, daß i. a. bie pro- 
jizierende Ebene der Strecke AB die Geſtalt eines Trapezes 44“ B' hat, 
das man aus A'B" = d, A'A = a, BB = b und den rechten Winkeln 
bei A’ und B’ leicht konſtruieren könnte. Es ift dann AB = a die geſuchte 
Länge. Um eine Nebenfigur zu vermeiden, zieht man es vor, das pro— 


L^ ) 


1 


Figur 11. 


jigietende Trapez durch Drehung um A'B’ als Achſe in bie Bildebene um: 
zulegen (wie auf ©. 7 das Zeichendreiech. In dieſer Lage ijt die Konſtruk— 
tion leicht auszuführen. 

Konſtruktion. Fig. 77 b). Trage an die gegebene Strecke A’B’ in A^ und B’ 
rechte Winkel an und mache ihre freien Schenkel gleich den gegebenen Höhen 
A’ (A) = a unb B' (B) = b. Die Seite (A) (B) hat dann bie geſuchte Länge a. 

Um anzudeuten, daß das Trapez eine in die Bildebene umgelegte Figur 
iſt, zeichnet man die umgelegte Hauptlinie ſtrichpunktiert und klammert 
die Buchſtaben ein. Richtet man das Trapez durch Rückwärtsdrehen um 
A'B' als Achſe wieder auf, bis es vertikal ſteht, jo kommt die Strecke 
(A) (B) in ihre natürliche Lage AB im Raum. 

Löſe auch die Sonderfälle: a) b = a; b) a = 0 (f. Satz 3. und 2. S. 6). 


Grundaufgabe 3. Eine Gerade g ift durch die Projektionen 
(d. h. die Grund riſſe und Höhen) zweier ihrer Punkte A 
und B gegeben Man ſoll ihre Spur 6 unb ihren 
Neigungswinkel y ermitteln. 


| 


A. Die ſenkrechte Parallelprojektion. (Griter Teil.) 9 


Analyſis. Um bie Spur zu finden (Fig. 12 a), hätten wir die Gerade AB 
zu verlängern, bis ſie ihre Projektion ſchneidet. Da ſich dies im Raume 
zeichneriſch nicht ausführen läßt, legen wir, wie in Grundaufgabe 2., das pro- 


Figur 12, 


jizierende Trapez AA’BB’ in die Bildebene um (Fig. 725)) und können nun die 
Verlängerung vornehmen. So erhalten wir beides, Spur und Neigungswinkel. 

Es kann dabei vorkommen, daß die Spur G 
außerhalb der verfügbaren Zeichenfläche liegt. 
Dann kann man wenigſtens den Neigungswinkel 
finden, indem man durch einen beliebigen Punkt 
der umgelegten Geraden, z. B. durch (5) die Ge— 
rade (B) (C) // A' zieht. Dann ijt X (A) (B) (C) 
= y (meshalb?). VOR 

Statt durch zwei ihrer Punkte kann man 
eine Gerade auch durch Spur (ober einen 
anderen ihrer Punkte), Grundriß und ben um- 
gelegten Neigungswinkel darſtellen. Deute da- 
nach die in Fig. 13 dargeſtellten Geraden. 


Übungsaufgaben. 


Vorbemerkung. Wenn ein Punkt „gegeben“ 
iſt, ſo iſt beim Fehlen weiterer Angaben ſtets Pisis 10, 
gemeint, daß ſein Grundriß und ſeine Kote 
(oder Höhe) gegeben ſind. Wenn eine Gerade 
ohne nähere Angabe der Beſtimmungsſtücke „gegeben“ iſt, ſo iſt die Wahl 
der Beſtimmungsſtücke (3. B. zwei Punkte oder ein Punkt, Grundriß und 
Neigungswinkel) dem Zeichner freigeſtellt. 


1. Löſe die Grundaufgabe 2. für: 
a) a = 5 em, a = 3 em, b = 4 em; 
b) a^ = 3 em, à =5 em, b — — 2 om; 
c) a^ = 4 em, a — — 6 om, b — 5 em; 
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dd =5 cm, a 3,7 em, b = 3,7 em; 
e) a. = 0, a ⸗ 5,2 em, b 9,8 cm; 
E) a = 76m, d 0, b = 6,1 cm, 

2, Das Bild einer Strecke a = 6 em zu zeichnen, wenn a = 2 em, b = 5 em, A’ und 
bie Richtung A'B” gegeben find, 

3. Wie bewegt jid) in Übung 2. der Punkt B^, wenn nur die Richtung A'B’ verändert 
wird? Was bejd)reibt dann die Strecke AB im Raum? 

4. Eine durch ihr Bild gegebene Strecke a) zu halbieren; b) in fünf gleiche Teile 
zu teilen; *c) im Verhältnis 3: 1 harmoniſch zu teilen. 

5. Eine Gerade g ijt durch Grundriß gj Spur G und Neigungswinkel y gegeben. 
Man foll den Punkt P der Geraden finden, der die gegebene Höhe p ‚hat. 

6. Auf einer durch Spur, Grundriß und Neigungswinkel gegebenen Geraden die 
Punkte zu beſtimmen, die die Höhen 1 em, 2 em, 3 em, 4 em uſw. haben (Gra— 
duieren einer Geraden). 

7. Dieſelbe Aufgabe wie 6. zu löſen, wenn die Gerade durch zwei ihrer Punkte dar— 
geſtellt iſt. 

8. Mehrere Gerade zu zeichnen, deren gemeinſchaftliche Spur und Neigungswinkel 
(309) gegeben find. Welches ijt der ſtereometriſche Ort dieſer Geraden? 

9. Von einer Geraden kennt man die Bilder A^ und B’ zweier Punkte mit den 
Koten a — 8 em, b — 7 em. Die Spur liege außerhalb der Zeichenebene. Beſtimme 
a) den Neigungswinkel, b) den Punkt der Geraden, der bie fote 7,6 em hat. 


10. Von einer Strecke AB = a find gegeben a^ = 8,5 em, a = 5cm, b = — 4em, 
Beſtimme a) ihren Neigungswinkel, b) ihre Spur, c) den Punkt mit ber Kote 
— 2, 5 om., 


11. Auf dem Grundriß einer durch Grundriß, Spur und Neigungswinkel gegebenen 
Geraden liegt ein Punkt P^ mit der Kote p. Wie kann man entſcheiden, ob P ein Punkt 
der Geraden iſt? 

12. Eine Gerade g ijt durch einen ihrer Punkte, ihren Grundriß und ihren Neigungs— 
winkel gegeben. Ferner kennt man die Grundriſſe einiger ihrer Punkte Die Koten 
dieſer Punkte ſollen beſtimmt werden. 

113. Von einer Geraden find die Spur G und das Bild A^ eines Punktes A gegeben. 
Man ſoll den Punkt der Geraden ermitteln, der die dreifache Höhe des Punktes A hat. 

14. Die Bilder A’, B’, C' der Ecken eines Dreiecks A BC find gegeben. Beſtimme die 
wahren Längen der Dreiecksſeiten und konſtruiere daraus das Dreieck ABC, 

15. Der Scheitel 4 eines im Raume liegenden Winkels ſowie die Spuren ſeiner 
Schenkel find gegeben. Beſtimme die wahre Größe des Winkels (vgl. Aufgabe 14.). 


Zwei Gerade. 


Befeſtige an der Wandtafel mittels eines Reißnagels einen (weißen) 
Faden und ziehe auf der Tafel eine Gerade, die nicht durch den feſten Punkt 
des Fadens geht. Dann halte den Faden, der eine zweite Gerade vorſtellen 
ſoll, geſpannt und bewege feinen freien Endpunkt 1. auf der Tafel, 2. auker- 
halb der Tafel. Ergebnis: 

VIII. Zwei Gerade, die in einer Ebene liegen, schneiden sich oder sind 
parallel. Zwei Gerade, die nicht in einer Ebene liegen, schneiden sich 
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nicht und sind auch nicht parallel. Man sagt, sie kreuzen sich im Raume 
oder sie sind „windschief“. 

Gib bie windſchiefen Geraden (Kanten) an den Zimmerwänden und an Körper- 
modellen an. 

Projiziere ein Drahtmodell eines Würfels mittels der Sonnenſtrahlen 
ſowie auch zwei gerade Drahtſtücke von gleicher Länge, die du in ver— 
ſchiedene gegenſeitige Lagen bringſt. Ergebniſſe: 


Satz 6. Die Bilder zweier ſich ſchneidenden Geraden 


Figur 74. 


ſchneiden jid; die Bilder paralleler Geraden ſin d 
parallel; die Bilder windſchiefer Geraden ſchneiden ſich 
oder find parallel. 

1. Läßt fid) dies alles auch umkehren? 

2. Unterſuche die verſchiedenen Fälle in Fig. 14. 

Satz 7. Gleiche parallele Strecken haben auch gleiche 
Bilder. Fig. 15 a). 

Aus Satz 7. folgt ohne weiteres: 


Figur 75. 


Saß 8. Die Bilder paralleler Strecken verhalten 
[i % . Fig. 150). In der Figur ijt A,B, = 
415i. 
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Übungsaufgaben. 


1. Die Projektionen zweier Geraden, die durch Spur, Grundriß und Neigungswinkel 
gegeben find, ſchneiden fid). Unterſuche, ob auch die Geraden ſelbſt fich ſchneiden. An 
leitung: Ermittle nach Übung 12. S. 10 für b eid e Geraden die Höhe des Punktes, 
in dem die Projektionen ſich ſchneiden. 

2. Durch einen gegebenen Punkt 4 ſollen zwei Gerade gezogen werden, deren Grund— 
riſſe und Neigungswinkel gegeben ſind. Beſtimme ihre Spuren. 

3. Die Projektionen zweier durch Spur und Grundriß gegebenen Geraden ſind 
parallel. Welche Bedingung müſſen die Neigungswinkel der Geraden erfüllen, wenn 
auch die Geraden parallel ſein ſollen? 

4. Durch einen gegebenen Punkt P zu einer gegebenen Geraden g die Parallele zu 
ziehen. 

5. Durch einen gegebenen Punkt P zu einer gegebenen Geraden eine Parallele von 
ber gegebenen Länge a zu ziehen. 

6. Durch einen gegebenen Punkt P zu einer gegebenen Strecke AB eine Parallele 
von derſelben Länge wie AB zu ziehen. 

7. Im Raume iſt ein Dreieck ABC gegeben. Konſtrutere ein kongruentes Dreieck, von 
dem eine Ecke A, gegeben ift, und deſſen Seiten den entſprechenden Seiten des gegebenen 
Dreiecks parallel ſind. 

8. Zu einem im Raume liegenden gegebenen Dreieck ABC ein ähnliches Dreieck zu 
konſtruieren, von dem eine Ecke A, gegeben ijt, und deſſen Seiten jid) zu den entſprechen⸗ 
den Seiten des gegebenen Dreiecks wie 3 : 2 verhalten. 

9. Ergänze ein im Raume liegendes gegebenes Dreieck zu einem Parallelogramm. 
Wie viele Löſungen? 


Darſtellung einer Ebene. 

Einleitende Sätze. 

Lege eine Glasplatte an eine Fingerſpitze und drehe und wende die Platte 
nach allen Richtungen. Ergebnis: 

IX. Durch einen Punkt kann man unzählige Ebenen legen. (Ebenen- 
bündel.) 

Spreize zwei Finger einer Hand, lege die Glasſcheibe an beide Finger- 
ſpitzen und drehe ſie nach allen Richtungen. 
Ergebnis: 

X. Durch zwei Punkte (oder ihre Ver- 
bindungslinie) kann man unzählige Ebenen 
legen (Ebenenbüschel Fig. 16). 

Figur 16, Spreize drei Finger einer Hand (Daumen, 

Zeige- und Mittelfinger), ſo daß ſie nicht in 

einer Ebene liegen, und lege die Glasplatte auf alle drei Fingerſpitzen. 
Sie liegt feſt und läßt ſich nur in ſich ſelbſt verſchieben. Ergebnis: 

XIa. Durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte läßt sich 
eine und nur eine Ebene legen. 

Mit zwei der Länge nach auf den Tiſch geſtellten Linealen und einer Glas- 
platte ſowie mit einer Fingerſpitze, einem Lineal und der Glasplatte bere 
e folgendes: 
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XI b. Eine Ebene ist eindeutig bestimmt durch zwei sich schneidende 
oder durch zwei parallele Gerade "oder durch eine Gerade und einen außer- 
halb der Geraden liegenden Punkt. 


Durch zwei 0 Gerade läßt fid) keine “ 


Ebene legen (vgl. S. 11). 5 
XII. Zwei Ebenen, die nicht zusammenfallen, 1 


schneiden sich entweder in einer Geraden (k) 
oder überhaupt nieht. Im letzteren Falle heißen 
sie parallel. (Fig. 17.) , 


Erläutere dieſen Satz durch Beijpiele an den ) 3 
Zimmerwänden und an verſchiedenen Körpern. AG Ó 


Das BID einer Ebene. 

Die Projektion einer auf II jenttechten Ebene Figur 17. 
iſt die Schnittgerade beider Ebenen (warum?). 

Die Projektion einer nicht auf TT ſenkrecht ſtehenden unbegrenzten Ebene E 
erfüllt die ganze ebenfalls unbegrenzte Bildebene TI (weshalb ?). Es kann jid) 
deshalb bei Zeichnungen nur um die Projektion einer begrenzten ebenen 
Figur, z. B. des Dreiecks in Fig. 6 S. 5, handeln. Durch ein ſolches Dreieck 
oder durch feine drei Ecken ijt nach XL a. die Lage der ganzen Ebene be- 
ſtimmt. Sie kann aber ebenſo durch bie in XI b. angegebenen Stücke be- 
ſtimmt ſein. Zur Bezeichnung von unbegrenzten Ebenen benutzen wir die 
großen griechiſchen Buchſtaben, z. B. A (Alpha), B (Beta), F (Gamma), 
(delta), E (Epſilon), H (Eta), TI (Pi) uſw. 

Spur. Unter der Spur einer (nicht zu [T parallelen) Ebene E RU: man 
ihre Schnittgerade mit [J. Wenn die Ebene auf M ſenkrecht ſteht (3. B. bie 


Figur 18. 


Seitenflächen eines auf TT ſtehenden Kaſtens), jo ijt ihre Spur zugleich ihre 
Projektion. Gehört ſie nicht von vornherein zu den Beſtimmungsſtücken der 
Ebene, ſo kann man ſie leicht ermitteln nach 
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Grundaufgabe 4. Die Spur e einer durch zwei gegebene jid 
ſchneidende Gerade g, unb gs beſtimmten Ebene E zu zeichnen. 

Anelyjis (Fig. 18a.). Wir nehmen an, feine ber gegebenen Geraden fei 
parallel zu TI, jo muß jede von ihnen nach VI. (S. 7) eine Spur haben, 
und diefe Spuren G, und G, müſſen ſowohl in E als in II, alfo auf e liegen, 
denn außer ihrer Schnittgeraden e haben die beiden Ebenen nichts gemeinſam. 
Beſtimmt man alfo G, und Gy, jo ijt G,G, bie geſuchte Spur e, ba eine Gerade 
durch zwei ihrer Punkte beſtimmt iſt. 

Konſtruktion. Fig. 755). Sind die Spuren G, und Gy nicht ſchon gegeben, 
jo konſtruiere man fie nach Grundaufgabe 3. ober Übungsaufgabe 2. (S. 12). 

Wenn man eine Kante einer rechteckigen Glasplatte 
ober Pappſcheibe an die Wandtafel legt, jo erkennt man 
leicht die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

XIII. Legt man durch eine Gerade (g, in Fig. 19.), 
die einer Ebene (E) parallel ist, eine Ebene, so ist die 


i Schnittgerade beider Ebenen der ersten Geraden 
f parallel. 
9 Dieſen Satz kann man bei Grundaufgabe 4. an— 
wenden, wenn eine der gegebenen Geraden parallel [T 
Figur 19. it (f. Übungsaufgabe J.). 
j Aus ber obigen Analyſis ergab jid) ber 

Sag 9. Die Spuren aller in einer Ebene liegenden 
Geraden liegen auf der Spur der Ebene. 

Zur Darſtellung einer Ebene genügt die Spur nur, wenn die Ebene ſenk— 
recht zu II ijt. In allen anderen Fällen muß außer der Spur noch ein Punkt 
der Ebene gegeben ſein. In ſehr vielen Fällen liegt die Spur außerhalb der 
verfügbaren Zeichenfläche und iſt dann zur Darſtellung der Ebene dede 
nicht zu gebrauchen. 

Übungsaufgaben, 

1. Durch drei gegebene Punkte A, B, C, von denen A und B gleiche Koten haben, 
wird eine Ebene gelegt. Beſtimme ihre Spur. 

2. Die Spur einer gegebenen Dreiecksfläche zu beſtimmen. 

3. Durch einen gegebenen Punkt A gehen zwei Gerade g, und ga, deren Grundriſſe und 
Neigungswinkel gegeben ſind. Beſtimme die Spur der durch die Geraden beſtimmten Ebene. 


Fallinien und Neigungswinkel einer 
Ebene. Stelle ein Reißbrett E (Fig. 20.) 
ſchräg auf einen Tiſch (II). Von verſchiede— 
nen Punkten P dieſer „ſchiefen Ebene“ laß 
eine kleine Kugel herunterrollen, merke dir 
in jedem Falle den Punkt Po, in welchem 
die Kugel die untere Kante des Reißbrettes 
(die Spur e ber Ebene E) trifft, und ver— 
binde ihn mit P. Miß auch jedesmal den Winkel zwiſchen e und PP,. Ergebnis: 

Die Kugel rollt ſtets auf einer Senkrechten zu e, alſo auf dem Yu en 
Wege abwärts. Man nennt deshalb alle diefe Senkrechten bie Fallinie 


Figur 9%. 
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der Ebene E. Sie beſtimmen bei einem ebenen Bergabhang ober einem ſchrägen 
Dach den Ablauf des Waſſers und ſind zugleich die ſteilſten Linien, wie jeder 
Bergſteiger weiß. Ziehen wir noch P'P,, jo ijt P’P, die Projektion der 
Fallinie. Um nun auch die Lage von 5˙% gu e zu beſtimmen, machen wir 
P,A = PB und verbinden A und B mit P und P'. Dann iſt zunächſt 
AAP,P ABP,P (sws), folglich AP = BP. Ferner it AAPP 2 
A BPP’ (ssw), woraus folgt AP' BP. Schließlich it A APP 2 
A BPP (sss), alſo X: AP,P' = X BP,P'. Da dieje beiden Wintel Neben- 
winkel find, muß P’P, L e fein. Wir haben ſomit: 

Satz 10. Die Projektionen ber Fallinien einer Ebene 
tehen, ebenſo wie die Fallinien ſelbſt, auf der Spur 
der Ebene ſenkrecht. 

Nach der Erklärung auf S. 7 ijt x PPP = e der Neigungswinkel der 
Fallinie PP,. Es fragt fid) nun, ob alle Fallinien denſelben Neigungswinkel 
haben. Bei jedem ſenkrechten oder ſchiefen 
Prisma (Fig. 27) finden wir nun, daß die 
gleichliegenden Winkel der parallelen Grund— 
und Deckfläche, 3. B. „ und a, gleich find, 
und ſchließen daraus: 

XIV. Winkel mit parallelen und gleich- 
gerichteten Schenkeln sind gleich, auch wenn 
sie in verschiedenen Ebenen liegen. 

Aus XIV. folgt nun, daß affe Fallinien in 
Fig. 20 den gleichen Neigungswinkel s haben. 
Da die Geſamtheit der Fallinien gewiſſermaßen B 
die Ebene verſinnlicht, nennt man e auch ben Figur 27. 
Neigungswinkel der Ebene gegen bie Horizon— 
talebene. Der Neigungswinkel einer Ebene iſt alſo der Neigungswinkel ihrer 
Fallinien. Bei ebenen Abhängen aus aufgeſchüttetem Sand oder ſonſtigen 
lojen Stoffen nennt man dieſen Winkel auch wohl, 
den Böſchungswinkel. Er ift dann von dem aufs 
geſchütteten Stoff abhängig und liegt zwiſchen 30° 
(Sand) und 509 Koks). 

Streich- oder Schichtlinien. Betrachte die Grund- 
und Deckfläche eines beliebigen Prismas (Fig. 27). 
Wie liegen fie zueinander? Ihre Kanten entſtehen 
durch den Schnitt beider Flächen mit den Seiten— 
flächen des Prismas. Ergebnis: f 

XV. Parallele Ebenen werden von einer dritten Figur 22. 

Ebene in parallelen Geraden geschnitten. (Fig. 22). 

Es fei nun E (Fig. 23) eine beliebige ſchiefe Ebene, etwa ein Abhang ober 
eine Dachfläche. Die wagerechte Ebene l! fet die Projektionsebene. Wir denken 
uns eine Ebene II, ||, die E in e, ſchneidet, jo iit nach XV. e, || e. Eine 
ſolche Schnittlinie e, heißt in der Bergmannsſprache eine Streichlinie 
der Ebene E. Sie gibt nämlich die Himmelsrichtung an, in welcher die 
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Ebene „ſtreicht“. Bei einem Dach gibt fie die Richtung der Ziegelreihen 
an. In der Erdkunde nennt man jie Niveau- ober Höhenlinie, 
weil alle ihre Punkte gleich hoch 
über dem Meeresſpiegel (Meeres— 
niveau) liegen. In der darſtellen— 
den Geometrie führt ſie auch den 
Namen Spur parallele 
(weshalb 7). 

Welche Lage haben die Spur— 
parallelen zu den Fallinien ſowie die 
Projektionen der Spurparallelen zu 
den Projektionen der Fallinien? 

Figur 23. Aus Fig. 23 erkennt man ohne 

Schwierigkeit, daß man jede ſchiefe 

Ebene E, deren Spur innerhalb der Zeichenebene liegt, durch ihre Spur e und 

ihren Neigungswinkel s darſtellen kann, den man zweckmäßig in einem 

beliebigen Spurpunkte Po an die Projektion der durch Po gehenden Fall- 

linie in die Bildebene umgelegt anträgt (Fig. 24). Für den über liegenden 

Teil der Ebene E gilt der Winkel als poſitiv, für den unteren Teil als negativ. 
Erkläre auch die Sonderfälle c = 0 und e = 909. 

Iſt die Spur e nicht erreichbar, fo tritt an ihre Stelle irgendeine Höhenlinie 
ei, deren Höhenzahl p, bekannt fein muß. Der Winkel s erſcheint dann in 
die durch e, gehende Horizontalebene umgelegt (Fig. 25). Die Ebene E hat 
gegen alle der Bildebene parallelen Ebenen gleiche Neigung. 

Gib die wahre Lage der in Fig. 24 und 25 dargeſtellten Ebenen an. Wie wird man 
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Figur 24. 


Figur 25. 
eine Ebene darſtellen, die parallel IT ijt, alfo keine Spur beſitzt? (Parallele Ebenen 
haben überall denſelben Abſtand.) 

Grundaujgabe 5. Die Neigung einer durch ihre Spur e 
und einen Punkt P beſtimmten Ebene E zu finden. 

Analyſis. Fig. 26 a. e liegt in dem rechtwinkligen PPP, das man 
durch Drehung um P'P, leicht umlegen kann. 

Konſtruktion. Fig. 26 b. Fälle 5.0 e, errichte darauf in P’ die Gent- 
rechte P' (P) — p, fo ijt & (D) PP! = e. 

Grundaufgabe 6. In einer durch Spur e unb Neigungs— 
winkel e beſtimmten EbeneE liegt ein Punkt P, deffen 
Grundriß P gegeben it. Ermittle feine Höhe p. 

Analyſis. Die Aufgabe ijt bie Umkehrung der vorigen. 


A. Die ſenkrechte Parallelprojektion. (Erſter Teil.) 17 


Konſtruktion. Fig. 26b. Fälle P'P, I. e, trage daran in P, den Winkel e 
an und errichte in P' auf P'P,bie Senkrechte, bie den Schenkel bon e in (P) 
ſchneidet. P'(P) — p. 


Figur 26a. Figur 260. 


Grundaufgabe 7. In einer durch Spur e und Neigungs⸗ 
winkels beſtimmten Ebene E bie Höhenlinie zu ziehen, 
welche die gegebene Höhe p hat. 

Analyſis. Fig. 27 a). Es genügt, einen Punkt P in E zu finden, der die 
Höhe p hat, da die Höhenlinie || e ijt. Nach Umlegung des Dreiecks PP,P' 


Figur 27. 


in die Bildebene find geometriſche Örter für (D): 1. die umgelegte Fallinie 
P,(P), 2. die Parallele zu Po im Abſtande p. Bei der Umlegung fallen 
P'(P) und e in eine Linie. 

Konſtruktion. Fig. 27 b). Trage p von P, aus auf e ab und ziehe durch 
den erhaltenen Endpunkt die Parallele zu dem auf e ſenkrechten Schenkel 
von s. Iſt (P) ber Schnittpunkt der Parallele mit dem anderen Schenkel 
von e, fo ijt die Senkrechte e': auf 5% der Grundriß der geſuchten Schicht— 
linie. 

Übungsaufgaben. 


1. Auf einem ebenen Bergabhang, der in der Zeichnung durch Spur e und Neigungs- 
winkel o. = 300 gegeben ijt, foll eine Schar von Höhenlinien in den Höhen 5m, 10 m 
15 m uſw. gezeichnet werden. Maßſtab 1 : 500, 

2. In der Zeichnung eines ebenen Abhanges find zwei Höhenlinien e; und ey mit der 
Höhendifferenz 10 m gegeben. Der Abſtand ihrer Grundriſſe beträgt 4 om (Maßſtab 
1: 500). Beſtimme den Neigungswinkel des Abhanges. Wie ändert fid) mit zunehmender 
Steilheit der Abſtand der Höhenlinien? Grenzfälle? 

Detlefs, Anfangsgriinde der darſtellenden Geometrie. T. 2 


18 Erſter Abſchnitt. Die Parallelprojektion auf eine Tafel. 


*3, Auf einem ſteilen ebenen Abhang (e = 40°) geht von einem 30 m hoch gelegenen 
Punkte P ein gerader Weg nach dem gegebenen Punkte A auf dem Fuße (ber 
Spur e) des Abhanges. Konſtruiere e und beſtimme den Neigungswinkel des Weges. 
Maßſtab 1 : 300. 


4. Auf einem ebenen Abhang ſind drei Punkte 4, 5, C gegeben mit den Koten 24 m, 
56 m und 90 m. Zeichne die Höhenlinien von 0 m (bie Spur), 10 m, 20 m uſw. bis 
100 m und beſtimme den Neigungswinkel e, Sollte die Spur nicht auf das Papier gehen, 
fo erſetze man die Bildebene durch eine höher gelegene (z. B. 20 m) und ſomit die Spur 
durch die 20 m höher gelegene Höhenlinie. Die Koten der drei Punkte find dann um 
dieſen Betrag zu vermindern. Maßſtab 1 : 1000. 


„5. Um die Lage einer ebenen Erzſchicht zu beſtimmen, bohrt man in der über ihr 
liegenden horizontalen Erdoberfläche drei vertikale Löcher A’, B’, C' bis an die 
Schicht. Die Tiefen der Bohrlöcher ſeien 200 m, 

N 62 m, 120 m (Fig. 28). Man beſtimme aus ber 
Zeichnung: a) die Spur ber Erzſchicht, b) ihr 
„Streichen“, b. h. ihre Abweichung von ber Nord- 


W 0 U richtung, o) ihr „Fallen“, d. h. ihren (negativen) 
len Neigungswinkel. d) Wie tief müßte man in einem 
Punkte D“ bohren, um die Schicht zu erreichen? 
8 X D Maßſtab 1 : 1000. 
- 200 6. Im Raume find vier Punkte A, B, C, D ge- 


p geben. Wieviel Ebenen find dadurch i. a. beſtimmt? 

-** Was für einen Körper begrenzen fie? Zeichne die 
Spuren der Ebenen (a = 1 em, b —3 em, c = 
5 em, b = 8 em), 


Figur 28, 


7. Von einem im Raume liegenden Fünfeck find drei Ecken und die Grundriſſe ber 
beiden anderen gegeben. Man ſoll die fehlenden Höhen beſtimmen. Anleitung: 
Beſtimme zuerſt die 
Spur der Fünfecksebene 
mittels der drei gegebe- 
nen Ecken und verfahre 
dann nach Grundauf— 
gabe 6. S. 16. 


Darſtellung 
einfacher Körper. 
Körpernetze. 

Wir beſprechen die 
hier ſich bietenden 
Figur 29a. Aufgaben an einem 

: ; 175 ganz einfachen Bei— 
ſpiel, einer dreiſeitigen Pyramide, die auf der Bildebene ſtehen möge. 
Wir nennen ABC (Fig. 29 a) die Grundfläche, S bie Spitze der Pyramide. 
AB, BC, CA heißen bie Grundkanten, SA, SB, SC die Seitenkanten, SA B, 
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SBC, SCA bie Seitenflächen. Das Lot SS’ ijt bie Höhe der Pyramide. 
Fig. 29 b zeigt uns bie Projektion des Körpers. Die Grundfläche projiziert 
jid) in fid) ſelbſt, S" iit der Grundriß der Spitze S, S'A, S'B, SC find die 
Projektionen der Seitenkanten. Fügen 
1 wir noch bie Höhe | ber Pyramide oder 
bie Rote der Spitze hinzu, jo ift das Bild 

der Pyramide fertig. 


FUN) 


Figur 290. Figur 30. 


1. Beijpiel. Bejtimme aus dem vorliegenden Bilde (Fig. 30) einer Drei- 
jeitigen Pyramide: 

a) die Neigungswinkel der drei Seitenkanten. 

Anleitung: Um z. B. „ zu erhalten, lege man A SAS um (Grund— 
aufgabe 3. S. 8. Als Analyſisfigur für dieſe 
und die folgenden Aufgaben diene Fig. 294). 41 

b) die Neigungswinkel der Seitenebenen. 

Anleitung: Fig. 31. Um den Neigungs— 
winkel der Ebene SAB zu erhalten, zieht 
man die Fallinie SD, deren Projektion S'D 
ift. Den Neigungswinkel SDS' — & erhält 1 — 
man durch Umlegen des Dreiecks SDS’ As dO p B 
(Grundaufgabe 5. S. 16). 

c) die wahren Längen der Seitenfanten. 

Anleitung: Sie find aus den umgelegten Dreiecken der Fig. 30 zu ent⸗ 
nehmen. (S)A = si, (S) B = Sa, (S)C = sz. Vgl. Grundaufgabe 2. S. 8. 

d) das Netz. 

Anleitung: Fig. 32. Da die wahre Geſtalt der Grundfläche ABC ſchon 
gegeben iſt, hat man nur die wahren Geſtalten der Seitenflächen zu ermitteln. 
Man kann fie aus ihren Seiten konſtruieren, die nach e) bekannt find. Man 
kann aber auch die Seitenflächen durch Drehung um ihre Spuren, die Grund- 
kanten, in die Bildebene umlegen. Legt man z. B. die Seitenfläche SAB 
durch Drehung um AB um (f. Fig. 29 4), ſo beſchreibt bie Fallinie SD 

(die Höhe h, der Seitenfläche) nad) VII. S. 8 eine auf AB ſenkrechte Kreis- 
fläche (Kreisausſchnitt) mit dem Radius I. Da auch bei bet Umlegung 


2 * 


Figur 31. 
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(S)D L AB bleibt, jo fällt (S) in die Verlängerung von S’D, ijt alfo leicht 
zu ermitteln. Die wahre Länge des Halbmeſſers (S)D wird, wie ſchon unter 
b), durch Umlegung des A SD S gefunden. A(S)B ift die umgelegte Geiten- 
gem fläche. Ebenfo legt man bie beiden 

(9) ( A Eis anderen Seitenflächen um und 

* —. i erhält jo das Netz des Körpers. 

Stelle aus dem Netz ein Modell 
des Körpers her. Welche Seiten des 
Netzes müſſen gleich lang werden? 
Dies benutze man als Probe. 

2. Beiſpiel (Umkehrung). Nach 
dem gegebenen Netz einer drei— 
ſeitigen Pyramide das Bild der 
Pyramide zu zeichnen. 

Löſung. Fig. 32. Da das Bild 
der Grundfläche ABC ſchon ge- 
geben iſt, braucht man nur noch 
die Spitze S zu beſtimmen. Klappt 
man zwei der Seitenflächen, z. B. 
A B(S) unb BC(S), durch Drehung 
um AB und BC in die Höhe, bis 
die beiden gleich langen Seiten 
in ber Seitenkante SB = Sz zu⸗ 
ſammenfallen, jo durchlaufen die Projektionen der beiden Eden (S) die 
Geraden (S)D und (S)E und treffen ſchließlich in S zuſammen. S ijt alfo 
einfach der Schnittpunkt der verlängerten Dreieckshöhen (S)D und (S)E. 
Die Höhe | der Pyramide ergibt fid) als Kathete in dem umgelegten recht- 
winkligen 3 S'D(S), das man aus der andern Kathete DS’ und der Hypo- 
tenuſe D(S) = h, leicht konſtruieren kann. Man nennt dieſes Dreieck das 
been tende des Punktes S. 

Konſtruktion. Fälle (S)D | AB und (S)E L BC unb nenne den Schnitt— 
punkt beider Lote S'. dem errichte in S rh Senkrechte auf DS’ und 
ſchlage um D mit D(S) = h, als Radius den Kreis, der die Senkrechte in 
(S) ſchneide. SCS) ijt dann die Höhe der Pyramide. Als Probe benutze 
die dritte Senkrechte (S) “, die durch S gehen muß. 


Übungsaufgaben. 

1. Das Bild eines Würfels iſt gegeben. Konſtruiere das Netz. 

2. Ermittle (durch Umlegung) die Länge einer Hauptdiagonale eines durch ſein Bild 
gegebenen Würfels. 

3. Zeichne die Netze der beiden Teile einer ſchwediſchen Streichholzſchachtel. 

4. Das Bild und das Netz eines 4 em langen, 6 em breiten und 3 em hohen Quaders 
zu zeichnen. 

5, Eine der ägyptiſchen Pyramiden hat als Grundfläche ein Quadrat von 233 m Seite. 
Die Höhe ijt 147 m. Zeichne fie im Maßſtab 1: 5000, konſtruiere ihr Netz und beſtimme 
die Neigungswinkel der Seitenkanten und Seitenflächen. 


Figur 32. 
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6. Eine dreifeitige Pyramide wird von lauter gleichſeitigen Dreiecken begrenzt (Tetra— 
eder oder regelmäßiges Vierflach). Zeichne ſie und ihr Netz und beſtimme ihre Höhe, 
ſowie die Neigungswinkel der Seitenkanten und-flächen. Die Kantenlänge betrage 5 em. 

7. Ein Turmdach hat die Geſtalt einer regelmäßigen ſechsſeitigen Pyramide. Die 
Trauf-(Grund-) Kanten find 2 m lang, die Höhe ijt 5m. Zeichne das Dach im Maßſtab 
1:50 und konſtruiere das Netz. 

8. Eine quadratiſche Pyramide hat Grundkanten von 5 em Länge. Die Seitenflächen 
ſind gleichſeitige Dreiecke. Zeichne Bild und Netz. Setze aus zwei ſolchen Pyramiden 
ein regelmäßiges Achtflach (Oktaeder) zuſammen. 

9. Ein Turmdach hat die Geſtalt einer abgeſtumpften quadratiſchen Pyramide. Die 
Grundfläche hat 4m Seitenlänge, die Deckfläche nur Um und ijt 5 m hoch. Zeichne das 
Dach und fertige ein Modell an im Maßſtabe 1: 100. Beſtimme auch die Neigungs— 
winkel der Seitenkanten und flächen. Anleitung: Die verlängerten Seitenkanten 
müſſen durch einen Punkt (die Spitze der Pyramide) gehen. 

10. Zeichne das Bild eines regelmäßigen achteckigen Turmdaches, deſſen Netz gegeben 
ijt. Der große Radius des Achtecks fei r = 3 m, die Seitenkantes = 6m. Maßſtab 1 : 100. 

11. Zeichne das Bild ſowie das Netz einer regelmäßigen ſtehenden dreiſeitigen Säule. 
Grundkante a = 4 em, Höhe h = 5 em. 

12. Über einer quadratiſchen Grundplatte von Im Grundkante und 20 cm Höhe 
erhebt fid) ein Pyramidenſtumpf von gleicher Grundfläche und 190 em Höhe, deſſen 
Seitenkanten 200 em lang ſind. Der Deckfläche iſt eine quadratiſche Pyramide von 
30 em Höhe aufgeſetzt. Zeichne das Bild dieſes „Obelisken“ im Maßſtabe 1 : 20. 

13. Eine dreiſeitige Pyramide hat als Grundfläche ein rechtwinkliges Dreieck, deſſen 
Katheten 3 em und 4 em lang find. Die vom Scheitel des rechten Winkels ausgehende 
Seitenkante hat einen Neigungswinkel von 60°, ihr Grundriß halbiert den rechten 
Winkel, und ihre Länge beträgt 6 em. Zeichne die Pyramide und ihr Netz. 

„14. Löſe dieſelbe Aufgabe für ein ſchiefes dreiſeitiges Prisma. 

15. Eine quadratiſche Pyramide von 6 em. Grundkante und 5 em Höhe foll durch 
horizontale Schnitte in fünf gleich hohe Schichten zerlegt werden. 

16. Ein liegendes regelmäßiges dreiſeitiges Prisma (Grundkante 5em, Länge 10 em) foll 
gezeichnet werden. Konſtruiere durch Umlegung der Grund- und Seitenflächen das Netz. 

17. Ein einfaches Dach (Satteldach) hat als Giebel ein rechtwinkliges Dreieck mit 
Katheten von 3 m und 4 m. Die Grundkanten (auch Traufkanten genannt) find 10 m 
lang. Zeichne das Dach im Maßſtab 1:100 und ſtelle ein Modell von ihm her. 
Anleitung: Lege das Giebeldreieck um. 

18. Zeichne und mobeíliere ein Haus mit dem in Aufgabe 17. beſchriebenen Dach. 
Mauerhöhe bis zum Dach 6 m. 

19. Zeichne ein Dach wie in Aufgabe 17. und verſehe die beiden Dachflächen mit 
Höhenlinien von 0,5 m Höhenunterſchied. 

20. Ein Stück von 50 m Länge eines geraden Eiſenbahndammes foll gezeichnet werden. 
Untere Dammbreite 10 m, obere 4 m, Höhe 5 m. Maßſtab 1:200. Beſtimme 
den Böſchungswinkel der Dammböſchung. 

21. Zeichne auf den Böſchungen des Dammes in Aufgabe 20. die Höhenlinien in 
2, 3, 4 m Höhe. 

22. Das Erdreich, aus dem ein Dammweg aufgeworfen werden ſoll, hat einen 
Böſchungswinkel von 400. Der Weg ſoll 4 m breit werden und 5m über der wagerechten 
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Umgebung liegen. Zeichne ein Stück des Dammes im Maßſtab 1 : 100. Anleitung: 
Lege einen beliebigen vertikalen Querſchnitt des Dammes in die Bildebene um. 

23. Zeichne einen ſenkrechten Zylinder a) ſtehend, b) liegend (mit Netz). 

24. Zeichne einen a) ſenkrechten, b) ſchiefen Kegel. 

25. Zeichne eine Kugel. 

26. Ein aus Sand oder ſonſtigem loſem Stoff aufgeſchütteter Kegel heißt ein 
Böſchungskegel. Stelle einen ſolchen aus geſiebtem trockenem Sand her 
mittels eines Trichters oder einer Tüte, die an der Spitze ein Loch hat (nach Scheffers— 
Kramer, Leitfaden der darſtellenden und räumlichen Geometrie, I. Teil). Die Seiten— 
linien dieſes Kegels ſind Fallinien ſeines Mantels und haben als Neigungswinkel den 
Böſchungswinkel (S. 15). Der Grundkreis heißt Böſchungskreis, fein Radius r 
Böſchungsradius (Fig. 33a und b). Wie wächſt er mit der Höhe des Kegels? 
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Figur 33a. Figur 33b. 


Zeichne Böſchungskreiſe für 30? Böſchung und die Höhen 1 cm, 2 em, 3 em uſw. 
Eine Dammböſchung kann man als gemeinſame Berührungsfläche an die unzähligen 
Böſchungskegel betrachten, deren Spitzen den oberen Dammrand bilden. Verſuch 
(Fig. 34): Bewege die erwähnte Sandtüte, während der Sand herausrieſelt, gleich— 
mäßig in gleicher Höhe ganz langſam in gerader (oder krummer) Linie. Betrachte 
die Böſchungen am Anfang und Ende des entſtandenen Sandwalles. Zeichne, wie in 
Fig. 335, eine Anzahl von Böſchungskreiſen, deren Mittelpunkte die Grundriſſe der Kegel- 
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Figur 34, 
ſpitzen find. Zeichne auf Grund dieſer Betrachtung in Aufgabe 20—22 die Dammböſchungen 
an den Enden der Dämme, wo der Übergang der ſeitlichen Dammböſchungen in die 
Endböſchungen nicht in ſcharfen Kanten erfolgt, ſondern durch die Mäntel der zu den 
Endpunkten der oberen Dammränder gehörenden Böſchungskegel abgerundet wird. 


Fortſetzung der darftellenden Geometrie. 
D. Die ſenkrechte Parallelprojektion. (Zweiter Teil.) 
Die Ermittlung der wahren Geſtalt einer ebenen Figur aus ihrer Projektion. 


Vorbemerkung. Wir betrachten einen beliebigen von lauter ebenen Flächen 
begrenzten Körper, z. B. das dreiſeitige Prisma Fig. 277). Aus der Be— 
trachtung der parallelen Endflächen hatten wir ſchon Satz XV. abgeleitet. 
Jetzt wollen wir einmal drei Flächen betrachten, von denen keine parallel ſind, 
z. B. die Deckfläche A,B,C, und die beiden Seitenflächen AB A,B, und 
BCB. Ci. Welche Kanten entſtehen durch diefe drei Flächen? Wie viele Kanten 
ſind es? Welchen Punkt haben die drei Flächen gemeinſam? Welche Beziehung 
beſteht zwiſchen den drei Schnittkanten und dieſem Punkte? Gib an, welche 
Flächen in den anderen Endpunkten des Prismas zuſammenſtoßen. Kann man 
hier dieſelben Beobachtungen machen? Sind auch drei nicht parallele Flächen 
vorhanden, die in keiner Ecke zuſammenſtoßen? Wie verlaufen die Schnitt— 
kanten dieſer Ebenen? Unterſuche auch andere Körper in derſelben Weiſe. Das 
Ergebnis lautet: Drei nicht parallele Ebenen haben entweder einen Punkt 
gemeinſam, in welchen auch ihre Schnittkanten zuſammenlaufen, oder ihre 
Schnittkanten ſind parallel. Um nun nicht hier, wie an vielen anderen Stellen, 
immer zwei Fälle unterſcheiden zu müſſen, ſagen wir im zweiten Falle, 
die Schnittkanten treffen fih im „Unendlichen“. Wir „fingieren“, d. h. exe 
dichten nämlich in der Richtung der parallelen Geraden einen und zwar 
nureinen (weshalb?) unendlich fernen Punkt, der natürlich kein eigent— 
licher Punkt ſein kann, denn der Raum iſt nach unſerer Anſchauung unendlich, 
d. h. ohne Ende und kann deshalb nicht in einem beſtimmten Punkte aufhören. 
Einige Mathematiker vermeiden den Ausdruck „unendlich ferner Punkt“ und 
nennen ihn nur den „uneigentlichen Punkt“. Praktiſch find für den Zeichner 
Gerade ſchon dann von Parallelen kaum zu unterſcheiden, wenn fie nach 
einem etwa 50 m entfernten Punkte laufen, und werden es immer weniger 
ſein, je weiter dieſer Punkt ſich entfernt. Man denke z. B. an zwei in dem— 
ſelben Zimmer hängende Lote, die ſich im Erdmittelpunkte ſchneiden würden, 
oder an zwei Viſierlinien nach der Mitte der Sonne. 

Wir können nach dieſer Feſtſetzung unſer Ergebnis kurz ſo ausſprechen: 

XVI. Drei nicht parallele Ebenen schneiden sich in drei Geraden, die 
durch einen Punkt gehen. Fig. 35 a), b), c) (ſiehe nächſte Seite). 

Ganz aus demſelben Grunde, aljo um die Sätze zu vereinfachen, jagen 
wir in demſelben Sinne von einer Geraden, die einer Ebene parallel iſt, 


1) Die Hinweiſe auf im erſten Teil enthaltene Figuren und Sätze ließen jid) 
nicht ganz vermeiden. Es wird erwartet, daß die Schüler den Teil noch beſitzen. Dieſe 
Fußnote gilt nicht für die Ausgabe in Heften. 
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ſie ſchneide ſie im Unendlichen, und von zwei parallelen Ebenen, ſie ſchneiden 
ſich in einer unendlich fernen Geraden, ohne dabei an einen wirklichen 
„Schnitt“ zu denken. 

Erſter Fall. Wenn zunächſt die Ebene der Figur, deren wahre Geſtalt wir 
ermitteln wollen, parallel II ijt, jo folgt aus Satz 3. (S. 6) und XIV. (S. 75), 
daß die gegebene Figur ihrem Bilde kongruent ſein muß. Wir merken uns: 

Satz 11. Eine ebene Figur, die der Bildebene parallel 
iſt, bildet ſich unverändert ab. 

Zweiter Fall. Die Ebene E der gegebenen abgebildeten Figur iſt nicht 
parallel II. Dann ermittelt man die wahre Geſtalt der Figur, indem man 
Ebene E durch Drehung 
um ihre Spur e in die 
Bildebene umlegt, wie wir 
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Figur 35a. Figur 35b. Figur 350. 


es (hon in einfachen Fällen einige Male ausgeführt haben. (Sollte die 
Spur nicht erreichbar ſein, ſo erfolgt die Umlegung um eine Höhenlinie 
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Figur 36. 


in die zugehörige Horizontalebene, wobei nur die Höhen aller Punkte ber 
Figur um die Höhe der Horizontalebene zu verkürzen ſind.) | 

Dabei bleibt es gleichgültig, ob die Drehung links- oder rechtsherum 
geſchieht. In Fig. 36 ijt die zweite Richtung gewählt (weshalb ?). Sei nun A 


to 
er 
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ein beliebiger Punkt der hier nicht gezeichneten gegebenen Figur und AA, 
feine Fallinie. Bei der Drehung beſchreibt A (vgl. S. 7) durch die Luft 
einen Kreisbogen mit dem Mittelpunkt A, und dem Radius AA, und 
fällt ſchließlich auf (A). AoA bleibt ſtets ds e, aljo ijt auch in ber Endlage 
A,(A) | e. Gbenjo ich fid) jeder andere Punkt der gegebenen 9 
3. B. B, der nach (B) fällt. Die Verbindungslinie AB (= a) fällt auf ( 

Die Ausführung der Zeichnung zeigt Fig. 36b). mire e Be E 
(A) und (B) find: 1. bie Senkrechten A’A, und B’B,, 2. In bie Zeichen— 
ebene umgelegte Kreiſe um A, und B, mit den Hypotenuſen der ebenfalls 
umgelegten Dreiecke AA’A, und BB’ B, als Halbmeſſer. Man nennt bie für 
die Beſtimmung der Punkte (A) und () wichtigen Dreiecke AA' A, und 
BB'B, bie Konſtruktionsdreiecke (vgl. S. 20) dieſer Punkte. 

Bemerkung. Iſt S, die (nach Satz 9. in e liegende) Spur der Geraden a, 
jo geht nach Satz 5. €. 7 auch A'B’ durch Sa, ebenſo aber mum (A)(B), denn 
der Punkt S, ändert bei der Umlegung der Ebene E ſeine Lage nicht. Hieraus 
folgt: Der Schnittpunkt der Projektion einer in der 
Ebene Eliegenden Geraden mit der umgelegten Ge- 
raden liegt auf der Spur der Ebene. Man hat daher, nachdem 
man einen Punkt (4) der umgelegten gegebenen Figur auf die oben an— 
gegebene Weiſe gefunden hat, als (dritten) geometrijchen Ort für bie 
Umlegung jedes anderen Punktes B auf AS, die Gerade (A)S,. Man kann 
dies als Probe auf die 1 der Zeichnung benutzen. 

Die Geraden A'B' und (A)(B) ſtehen in einer merkwürdigen Beziehung 
zueinander: Die Werbe Alien entſprechender Punkte [A’(A), B'(B)] 
ſind parallel, und der Schnittpunkt S, beider Geraden liegt auf einer 
feſten Geraden (e). Dieſe Beziehung gilt für alle entſprechenden Punkte 
und Geraden der Projektion einer in E liegenden Figur und der in II 
umgelegten Figur, da e unverändert bleibt. Zwei Figuren, welche dieſe 
Eigenſchaft haben, heißen affin (verwandt), die Eigenſchaft heißt Affinität 
(Verwandtſchaft), die Richtung der parallelen Verbindungslinien ent— 
ſprechender Punkte Affinitätsrichtung und die Gerade, auf welcher 
die entſprechenden Geraden der beiden Figuren fid) treffen, Afſinitäts⸗ 
achſe. Die Affinitätsrichtung braucht nicht, wie Herz ſenkrecht zur Affinitäts⸗ 
achſe zu ſein, ſondern ijt i. a. beliebig. 

Stelle ein bewegliches Modell nach Fig. 36 a) ka Vgl. auch Fig. 90. 

Grundaufgabe 8. Aus dem gegebenen Grundriſſe ABCDE' 
eines in der gegebenen Ebene E liegenden Vielecks 
ABCDE bie wahre Geſtalt des Vielecks zu beſtimmen. 

Erſte Konſtruktion. Fig. 37. Die Ebene E wird umgelegt, die Umlegungen 
der einzelnen Eckpunkte des Vielecks werden mittels ihrer Konſtruktions— 
dreiecke konſtruiert, wie ſoeben beſchrieben wurde, und verbunden. Legt 
man E wie in Fig. 37 um, ſodaß das Vieleck auf die entgegengeſetzte 
Seite des Grundriſſes fällt, ſo ſieht man es von der Unterſeite. Will man 
ſeine Oberſeite haben, ſo muß man die Ebene in entgegengeſetzter Richtung 
herabſchlagen, wobei aber meiſtens die umgelegte Figur teilweiſe auf den 
Grundriß fallen wird. 
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Zweite Konſtruktion. Fig. 38. Mittels der Affinität fann bie Aufgabe leicht 
in folgender Weiſe gelöſt werden. Man fällt wieder von A’, B’, C', D', E' bie 


Figur 37. Figur 38. 


Senkrechten auf e, zeichnet von einem Punkte, z. B. 4, die Umlegung (4) 
wie bei der erſten Konftruftion und findet nun die übrigen Punkte durch die 
Affinität. Zum Beiſpiel liegt: 

(B) auf der Senkrechten von B’ auf e und auf Sa (A) 


(C) " " D) n C D „ S, (B) 
(D) n n n » D* n " Se (C) 
(E) n n D) n E D) n Sa (D). 


Zur Prüfung ber Genauigkeit ober bei ungünſtiger Lage des Schnitt— 
punktes S wird man bei einigen Punkten auch die evite Konſtruktion an- 
wenden. ; 
Übungsaufgaben. 

1. Führe bie Umlegung in der achten Grundaufgabe in entgegengejebter Drehungs— 
richtung aus. 

2. Beſtimme die wahre Größe eines Winkels im Raum, wenn der Scheitel und die 
Schenkelſpuren gegeben ſind. 

3. Zeichne die wahre Geſtalt eines gegebenen im Raume liegenden Dreiecks. Au— 
leitung: Ermittle zuerſt e und e. 

4. Ermittle den wahren Flächeninhalt eines im Raume gegebenen a) Dreiecks, 
b) Parallelogrammes, c) Trapezes. 

5. Drei Eckpunkte eines Vierecks find durch ihre Grundriſſe und Koten gegeben. 
Von dem vierten kennt man nur den Grundriß. Man ſoll die wahre Geſtalt des Vierecks 
bejtimmen, (Grundaufgabe 6. S. 16.) 
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zwei Ebenen. 

Grundauſgabe 9. Die Schnittkante zweier durch ihre 
Spuren und Neigungswinkel beſtimmten Ebenen 
(Dachflächen) zu finden. 

Erſter Fall. Die Spuren der gegebenen Ebenen ſind nicht parallel. 

Analyſis. Die Schnittgerade zweier Ebenen (A und B Fig. 29 a) ijt durch 
zwei ihrer Punkte beſtimmt. Ein ſolcher beiden Ebenen gemeinſamer 


N 


Figur 39. 


Punkt ijt der in II gelegene Schnittpunkt K ber beiden Ebenenſpuren a 
und b (nach XVI. S. 24). Um einen zweiten Punkt zu erhalten, braucht man 
nur eine Ebene il durch die beiden Ebenen zu legen, wodurch man 
(ſ. S. 15) die beiden in gleicher Höhe f, liegenden Höhenlinien a, und by 
erhält, deren Schnittpunkt X, nach XVI. ein zweiter Punkt der Schnitt⸗ 
kante k fein muß. KK; ijt die Schnittkante. Ihren Neigungswinkel x findet 
man nach der Grundaufgabe 3. aus dem umgelegten Konſtruktionsdreieck 
KK,K, Zur Probe mag man noch einen dritten Punkt X, beſtimmen. 

Konſtruktion (Fig. 39 b) nach Grundaufgabe 7. S. 17. 

Bemerkung. Man kann die Schnittkante auch mittels zweier Schichtlinien— 
paare in verſchiedenen Höhen finden (Fig. 39 a). 

In welchem Falle muß man es fo machen? Welche Lage hat kK zu a und b, 
wenn B= a? i 

Zweiter Fall. Die gegebenen b R 

Spuren ſind parallel (Fig. 20a unb b) ad —:?9 


Figur 40a. Figur 40b. 
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Analyſis. Die Schnittkante k ber beiden Ebenen (Fig. 40 a) ijt in dieſem 
Falle nach XVI parallel a und b, alfo auch parallel II (weshalb ?). Ein durch 
P ſenkrecht zu a (und b) gelegter Vertikalſchnitt POAR enthält die beiden 
Fallinien PQ und PR, alfo auch nach S. 15 bie Neigungswinkel « und ß der 
beiden Ebenen. Seine Umlegung in die Bildebene ift ſomit leicht zu zeichnen. 
Die Projektion K ijt nach XVI. parallel a (und b). 

Dieſer Fall liegt bei einem einfachen Satteldach vor. k ijt der „Dachfirſt“. 


Übungsaufgaben aus verſchiedenen Gebieten. 

1. Drei Ebenen, A, B, T, deren gegebene Spuren ein gleichſeitiges Dreieck bilden, 
haben die Neigungswinkel « = 309, B = 45%, y = 609, Den Schnittpunkt der drei 
Ebenen zu zeichnen. 

2. Von drei gegebenen Ebenen A, B, T haben A und B die parallelen Spuren a 
und b, die von der dritten Spur c gejchnitten werden. Zeichne die wahre Geſtalt des 
von c und den Schnittkanten (AT) und (BF) begrenzten Dreiecks ſowie bie Neigungs— 
winkel dieſer beiden Schnittkanten. 

3. Beſtimme die Schnittkante zweier gegebenen Ebenen A und B in folgenden 
Sonderfällen: ; 

a) A || M, B fief, 
b) A LT, B ſchief, 
o) A L II, B L II. À 

4. Zerlege bie folgenden, 6—10 em hohen Körper durch ebene Schnitte parallel 
zur Bildebene in 1 em dicke Schichten: a) dreiſeitiges ſchiefes Prisma (ſtehend); b) Dreiz 
ſeitiges liegendes Prisma; o) regelmäßige achtſeitige Pyramide; d) ſenkrechter Halb— 
zylinder auf der Schnittfläche liegend; e) ſenkrechter Kegel; 1) ſchiefer Kegel; g) Halb- 
kugel, auf der Schnittfläche liegend. 

5. Zeichne Vertikalſchnitte durch einfache Körper und beſtimme die Geſtalt der Schnitt— 
fläche durch Umlegung. Anleitung: Die Grundriſſe der Schnitte, die zugleich ihre 


Figur 47, Figur 42. 


Spuren ſind (ſ. S. 13), ſeien gegeben. Die Schnittpunkte mit den Seitenkanten (R 
in Fig. 42, R und Qin Fig. 42) ſind in der Zeichnung unmittelbar gegeben. Ihre Grund- 
rijje ſind die Schnittpunkte der Grundriſſe der Seitenkanten mit dem Grundriß ber 
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Schnittebene. Ihre Koten ermittelt man durch Umlegung der projizierenden Ebenen 
(3. B. DBD’) der Seitenkanten. Schließlich legt man den ganzen Vertikalſchnitt um. 


6). Zeichne einen mit 10? Neigung anſteigenden geraden Dammweg von 4 m Breite, 
der bis zu einer Höhe von 6 m anjteigt, an beiden Seiten Böſchungen von 459 Steigung 
hat und oben in einen horizontalen Dammweg von derſelben Breite und Streichrichtung 
übergeht. Maßſtab 1:200. Anleitung: Die Spur und die übrigen Höhenlinien 
eines geneigten Weges ſind ſenkrecht zu den Wegrändern. 

7. Auf einen wagerechten Damm von 5 m Höhe foll ein Weg von 4 m Breite und 
15° Steigung hinaufgeführt werden, deſſen Richtung zur Dammrichtung ſenkrecht ſteht. 
Der Böſchungswinkel betrage für alle Böſchungen 459. Maßſtab 1 : 200. Anleitung: 
Löſung nach Grundaufgabe 9. Beachte die entſtehenden einſpringenden, e 
Hohl- oder Kehlkanten. 

8. Löſe Aufgabe 7. für den Fall, daß die Richtung des Zugangsweges mit der Richtung 
des Dammes einen Winkel von 300 bildet. 

9. Zwei Eiſenbahndämme von kongruenten Querſchnitten kreuzen ſich unter einem ge— 
gebenen Winkel. Zeichne die Kreuzungsſtelle nach Grundaufgabe 9. Böſchungswinkel 300. 

10. Konſtruiere wie in Aufgabe 9. die Kreuzungsſtelle zweier Eiſen— 
bahndämme, von denen der eine eine kreisförmige Kurve bildet. Anleitung: i 
Um hinreichend viele Punkte der Durchdringungslinien ber beiberieitigen 
Böſchungen an der Kreuzungsſtelle zu erhalten, gebraucht man eine Anzahl I 
von Höhenlinien ber Böſchungen. | 

*11. Führe bie Konſtruktion der Aufgabe 10. aus, wenn beide Dämme 2öm 

| 
| 
i 
à 


Im 


kreisförmige Kurven machen. 

12. Es ſoll das Bild einer Talſperre gezeichnet werden. Die Sperrmauer 
habe den in Fig. 43 abgebildeten Querſchnitt, während die durch ſie ver— 
bundenen ebenen Bergabhänge Böſchungswinkel von 259 und 300 beſitzen. 
Die Talſohle fei 20 m breit. Maßſtab 1 : 500. Figur 43. 


w. 


Bei den folgenden Dachze ichn ungen nimm als Bildebene nicht 
den Erdboden, ſondern die durch die unteren Dachkanten (die „Trauf— 
kanten“) gelegte Horizontalebene, ſo daß dieſe die Spuren der Dachflächen 
werden. Die oberſten, meiſtens horizontalen Dachkanten bilden den „Firſt“ 
des Daches, die übrigen ſollen als „Grate“ bezeichnet werden oder als 
„Hohl- (Kehl) Kanten“ (Unterſchied 2). Die wahren Geſtalten der Dachflächen 
ſind durch Umlegen zu ermitteln. Fertige auch einige Dachmodelle an. 
Maßſtab 1: 100. 


13. Zeichne auf einen Turm von kreisförmigem (r = 2 m) Grundriß ein Kegeldach. 
Neigungswinkel der Seitenlinien « = 600. 

14. Auf ein Haus von rechteckigem Grundriß ſoll ein Pultdach geſetzt werden. 
(Ein Pultdach hat nur eine Dachfläche, die von einer Mauer bis an die gegenüber- 
liegende reicht (Fig. 44 I). Neigungswinkel o; = 60°, 


1) Bei Übungen 6.—8. beachte Übung 26. Seite 22, 
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15. Auf ein Haus von rechteckigem Grundriß ſoll ein a) altdeutſches, b) neudeutſches, 
e) italieniſches Satteldach geſetzt werden. (Siehe Fig. 44 II, III, IV.) 
16. Zeichne auf rechteckigem Grundriß: 
a) ein holländiſches Dach (Walmdach). Neigungswinkel « = 60° (Fig. 44 V); 


- 


Figur 44. 


b) ein Manſardendach. Neigungswinkel der unteren Dachflächen 75°, ber oberen 
30° (Fig. 44 VI); 
c) ein Tonnendach (halbzylindriſch) mit Höhenlinien von 1 m Höhenunter- 
ſchied (Fig. 44 VII). 
17, Zeichne ein Kuppeldach mit Höhenlinien wie in Übung 4. (Fig. 44 VIII). 


Figur 45a. Figur 45b. z Figur 45e. 


18. Zeichne Dächer von den in Fig. 45 abgebildeten Grundriſſen. 

19. An einer Mauer iſt ein kegelförmiger Sandhaufen aufgeſchüttet (Fig. 46), deſſen 
Achſe von der Mauer 25 em entfernt ijt, während der Halb— 
meſſer des Grundkreiſes I m beträgt. Der Böſchungswinkel | 
(Neigungswinkel ber Seitenlinien des Kegels) fei æ 300. 
Beſtimme die Geſtalt der vom Sande verdeckten Mauerfläche. 
Anleitung: Zeichne Höhenlinien mit 10 cm Höhen— 
unterſchied und lege bie geſuchte Fläche um. Maßſtab 1 : 20. 

20. Zwei gleiche Sandkegel ſind nebeneinander auf— 
geſchüttet, ſodaß ſie ſich (ſcheinbar) durchdringen. Ihre Achſen 
find 60 em voneinander entfernt, ihre Halbmeſſer find eben- 
Figur 46. falls 60 cm. Der Böſchungswinkel ijt 309, Beſtimme die 
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Geſtalt der beiden Kegelflächen gemeinſchaftlichen Linie (der ſogenannten Durch— 
dringungskurve). Maßſtab 1:10, 

21. In einen ebenen Bergabhang (Böſchungswinkel x = 60°) mündet ſenkrecht zur 
Spur des Abhanges ein Tunnel, deſſen Wände ſenkrecht ſind, und deſſen Decke halb— 
zylindriſch gewölbt iſt. Zeichne den Tunneleingang. 

22. Es ſei auf einer Karte die Zeichnung eines ebenen Bergabhanges mit Höhen— 
linien von 10 zu 10 m Höhe gegeben. (Fig. 47.) Der Maßſtab der Karte fei 1 : 1000. 
Beſtimme: a) die Steigung des Hanges aus dem DS 
Abſtande A'B’ der Projektionen zweier Höhen- 
linien; b) die Steigung eines auf dem Abhange 
gelegenen geraden Weges CD; e) wie ein Weg 
gelegt werden muß, ber von E aus mit einer 
Steigung von 5“ hinaufgeht. 

23. Die untenſtehende Zeichnung 48, ſtellt einen 
Berg auf einer Landkarte im Maßſtab 1 : 100 000 
(Jem —Ikm) durch Höhenlinien von 50 m Höhen- 
unterſchied dar. a) Wieviel Gipfel find vorhanden? 
Wo iſt ein Sattel (Paß)? Wo eine Schlucht? An 
welchen Stellen iſt der Abhang am ſteilſten? 
* b) Zeichne einen Vertikalſchnitt (Profil) durch 
die beiden Gipfel mit fünffacher Übertreibung der 
Berghöhen. (Anleitung: Zeichne die Strecke A B 
mit ſämtlichen Schnittpunkten der Höhenlinienriſſe und errichte in dieſen die mit 5 
multiplizierten Höhen.) 

c) Zeichne auch die Profile zweier Vertikalſchnitte ſenkrecht AB durch die Gipfel. 


Figur 47. 


Figur 48, 


d) Von C führt ein Fußpfad CDEFG im Zickzack auf den Gipfel. Wie groß find (durch— 
ſchnittlich) die Steigungen der einzelnen Wegſtrecken? Zeichne das Profil des Weges. 


J 


* 
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(Anleitung: Trage die einzelnen Strecken CD’, D'E’, ... nacheinander auf einer 
Geraden ab, errichte in den Teilpunkten die zugehörigen Höhen (etwa auch in fünffacher 
Übertreibung) und verbinde die aufeinanderfolgenden Punkte. 

e) Von J foll über den Sattel S nach X ein möglichſt kurzer bequemer Fahrweg an- 
gelegt werden, deffen Steigung an keiner Stelle mehr als 20 beträgt. 


Darſtellung des Kreiſes. 

Grundaufgabe 10. Einen gegebenen Kreis vom Radius r 
zu projizieren, wenn der Mittelpunkt M (durch Grundriß 
und Höhe) und die Spur eder Kreisebene E gegeben Sind. 

1. Fall. Die Kreisebene E | Il. 

Löſung. Das Bild des Kreiſes ijt eine Strecke von der Länge 27 
(warum?) und fällt in die Spur. 

2. Fall. E || IT. 

Löſung. Das Kreisbild ijt dem gegebenen Kreiſe kongruent. (Satz 11). 

3. Fall. Die Kreisebene iſt gegen II geneigt. 

Analyſis. Fig. 49a. Die durch den Kreismittelpunkt M gezogene 
Höhenlinie AB und die Fallinie CD find zwei aufeinander ſenkrechte 


Figur 40a. 


Durchmeſſer des Kreiſes. Ihre Grundriſſe AB und C'D' find ebenfalls 
aufei ander ſenkrecht (warum?) und A’B’ =.2r. Dagegen ijt CD’ < CD. 
Bezeichnen wir 45 — 2r mt 2a, C'D' = 2 M'C' mit 2b, fo ijt alfo 
2b — 2a ober b <a. Die Projektion des Kreiſes ijt offenbar eine geſchloſſene 
Kurve, bie durch A',D',C" und D’ geht. Um weitere Punkte zu erhalten, 
ziehen wir eine beliebige Sehne PQ | AB, fo it PQ ebenfalls eine 
Höhenlinie, und ihr Riß P'Q' ift parallel A'B’ und gleich PQ (weshalb 7). 
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Iſt R der (auf OD liegende) Halbierungspunkt von PQ, jo halbiert R” 
auch P'Q'. Legt man das Konſtruktionsdreieck M,M’M in die Ebene II 
um, ſo kann man alle Punkte leicht ermitteln. 

Konſtruktion. Fälle MM, L e und ziehe M'(M) e und - m, fo it M’M,(M) 
das umgelegte Konſtruktionsdreieck des Mittelpunktes. Trage von (M) aus 
auf (M) M, beiderſeits 
(M) (C) = (M)(D) =r ab 
und beſtimme durch 
Senkrechte von (C) und 
(Djauf M Modiepunkte 
© und , ſowie durch 
Abtragen von a (= r) 
auf MM’ bie Punkte 4“ 
und 5“. Weitere Punkte 
P' und Q' des Kreisbil— 
des erhältſt du am ein— 
fachſten, wenn du auch 
den Halbkreis BD durch 
Drehung um (C) (D) in 
die Grundebene umlegſt, auf (C) (D) beliebige Punkte (R) annimmſt, 
von ihnen die Senkrechten auf C'D' fällſt, und von den Fußpunkten K1) 
nach beiden Seiten die zugehörigen Kreis-Halbſehnen (R) (Q) abträgſt. 
Die Endpunkte P' unb Q' find Punkte des Kreisbildes. 

Bemerkung. Die gefundene Kreis— 
projektion wird eine Ellipſe ge- (Ka 
nannt. M’ heißt ihr Mittelpunkt, S 
der (größte) Durchmeſſer A'B’ = 2a 
bie Hauptachf e, der (kleinſte) Durch— 
meſſer C'D' = 2b bie Nebenachſe. 
Die Endpunkte A’ und 5 der Haupt- 
achſe heißen bie Hauptſcheitel, bie S 
Endpunkte C^ unb D’ ber Nebenachſe 
die Nebenſcheitel. Beide Achſen find 
Symmetrieachſen der Ellipſe (wes— 
halb?). Da das Zeichnen einer El— 
lipſe nur aus einer Anzahl ihrer 
Punkte eineſehrſichere Hand erfordert, 
benutzt man dazu ein Kurvenlineal. 
Aber auch die Anwendungeinesſolchen 
erfordert Übung. Mechaniſche Werk— 
zeuge, die ſogenannten „Ellipſenzirkel“, ſind entweder teuer oder unvoll— 
kommen. Am beſten gelingt die Zeichnung mittels eines gewöhnlichen 
Zirkels: Es läßt ſich nämlich für jeden Punkt der Ellipſe (allgemein einer 
Kurve) ein Kreis angeben, der ſich zwar nicht mathematiſch genau, aber 


Figur 490. 


Figur 50. 


1) In Fig. 49 5 ſteht R ſtatt R’. 
Detlefs, Anfangsgründe der darſtellenden Geometrie. T. 
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doch praktiſch mit genügender Genauigkeit in der Nähe des Punktes an ſie 
anſchmiegt. Er heißt ber Krüm mmungskreis, fein Mittelpunkt ber 
Krümmungsmittelpunkt. (Näheres darüber ſiehe R.-Z. A IV: An⸗ 
wendungen der Differentialrechnung.) Für die Zeichnung benutze man die 
Krümmungskreiſe in den Scheiteln der Ellipſe. Die Konſtruktion der 
Krümmungsmittelpunkte Kı, Ka, Ka, K, ſowie die Längen der Radien 
01 (= p) und og (= gy) find aus Fig. 50 zu erſehen, aus der man auch 
die Genauigkeit der Anſchmiegung erkennt. In dieſer Figur ſind die Scheitel 
Sir Są, Sy und S, genannt. Die Bogenſtücke, bie fid) nicht mehr genau genug 
mit Krümmungskreiſen decken, können mit dem Kurvenlineal unter Be— 
rückſichtigung der konſtruierten Ellipſenpunkte gezeichnet werden. Löſe auf 
dieſe Art die Aufgabe, einer Anzahl bon Rechtecken verſchiedener Form und 
Größe die Ellipfen einzubeſchreiben, deren Achſen die Mittellinien der Rechtecke 
find. Die Seiten des Rechtecks find Tangenten derEllipſe inden Scheitelpunkten. 


Darſtellung der Kugel. 


Läßt man die Sonnenſtrahlen ſenkrecht auf einen ebenen Schirm fallen 
und fängt auf dieſem den Schatten eines Gummiballes auf, ſo bemerkt man, 
daß der Schatten ſtets kreisförmig iſt und den Durchmeſſer des Balles hat. 
Die ſenkrechte Projektion einer Kugel ijt ein Kreis vom Durchmeſſer der 
Kugel. Man beobachte auch den Ballſchatten, wenn die Sonnenſtrahlen 
mehr oder weniger ſchief auf den Schirm fallen. Man erhält dann eine 
ihiefe Parallelprojektion der Kugel. 

Da die Darſtellung der Kugel für die Erd- und Himmelskunde von beſon— 
derer Bedeutung iſt, wollen wir uns etwas näher mit ihr beſchäftigen. Aus 
der Stereometrie gebrauchen wir den 
leicht zu beweiſenden Satz, daß jeder 
ebene Schnitt durch eine Kugel ein 
Kreis iſt. Insbeſondere iſt jeder 
Schnitt durch den Kugelmittelpunkt 
ein Großkreis, deffen Radius! 
gleich dem Kugelradius ijt. Groß— 
kreiſe ſind z. B. auf der Erdkugel der 
Aquator und die Meridiane. Der 
größeren Anſchaulichkeit wegen be— 
trachten wir zunächſt in Fig. 57 eine 
ſchiefe Parallelprojektion der Kugel. 
Um einen richtigen Eindruck zu er— 

ER halten, müſſen wir das Bild mit ge- 
shi- ſtrecktem Arm vertikal gerade vor 
Figur 51. unſer rechtes Auge bringen (das 

linke ſchließen!) und dann parallel 
ſich ſelbſt ſoweit nach links unten verſchieben, bis es den möglichſt natur— 
getreuen Eindruck einer Kugel erweckt. Es foll die Erdkugel vorſtellen. 
PP, ijt die Erdachſe, M der Mittelpunkt, ABCD ber Aquator, PAP,BP 
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der zur Zeichenebene parallele, PCD der zu ihr ſenkrechte Meridian. 
Der Umriß der Kugel erſcheint (ſ. d. obigen Verſuch) als Ellipſe. Um die 
Lage eines Punktes auf der Erdoberfläche feſtzulegen, benutzt man ähnlich 
wie in der Ebene ein Koordinatenſyſtem. Da es aber auf der Kugel keine 
geraden Koordinatenachſen gibt, benutzt man ſtatt ihrer zwei aufeinander 
ſenkrechte feſte Kreiſe, ſtatt der X-Achſe ben Aquator und ſtatt der V-Achſe 
den Meridian von Greenwich (Gr.), den man auch den Nullmeridian 
nennt. Die Kugel fei fo gedreht, daß PCP,DP der Nullmeridian ijt. 
Es ſei nun O ein beliebiger Punkt der Erdoberfläche, etwa weſtlich von 
Greenwich, jo lege man durch ihn den Meridianbogen POQ und ben 
Parallelkreis OEF (Mittelpunkt 6). Man nennt dann, wie in der 
Erdkunde gelehrt wird, den Bogen OE, gemeſſen durch feinem Zentri— 
winkel OGE = 2, die geographiſche Länge und den Bogen OQ, gemeſſen 
durch den Zentriwinkel OM Q = B, die geographiſche Breite des Punktes O. 
Die Länge kann auch auf dem Aquator durch den Bogen CQ gemeſſen 
werden, denn die Winkel CMQ und EGO ſind nach XII. gleich. Länge CQ 
und Breite 00 ſind nun die Koordinaten des Punktes 0. Jeder Punkt 
der Erdoberfläche hat eine beſtimmte Länge und Breite, und umgekehrt 
entſpricht einer gegebenen Länge und Breite jedesmal ein beſtimmter 
Punkt. Alle Punkte auf demſelben Parallelkreis haben gleiche Breite und 
alle Punkte desſelben Meridians gleiche Länge. Die Länge wird von C (09) 
öſtlich und weſtlich bis D (1809) gemeſſen; die Breite nördlich ober ſüdlich 
von C (09) bis P oder P, (909). 

Wir denken uns nun die nördliche Halbkugel auf die Aquatorebene ſenkrecht 
projiziert. Der Aquator bildet dann den Umriß der Kugel, der Nordpol 
projiziert ſich in den Mittelpunkt, die Meridiane werden Radien, da ihre 
projizierenden Ebenen auf der Bildebene ſenkrecht ſtehen, und die Parallel— 
kreiſe bilden ſich in natürlicher Größe als konzentriſche Kreiſe ab, da ihre 
Ebenen der Bildebene parallel ſind. 

Projizieren wir dagegen etwa die vordere Halbkugel auf die Meridian— 
ebene APBP,, jo wird biejer Meridian zum Umriß, die Erdachſe 
zum ſenkrechten, der Aquator zum wagerechten Durchmeſſer. Die Parallel- 
freife projizieren jid) als wagerechte Sehnen, der vorderſte Meridian 
als ſenkrechte Durchmeſſer, die übrigen als Ellipſen, deren große Achſen 
gleich der Erdachſe ſind, während die kleinen durch ihre geographi— 
iden Längen beſtimmt find. Es fei ſchon hier erwähnt, daß man eine 
Projektion auf eine vertikale Ebene als Auf riß bezeichnet. 

Man nennt ſolche Abbildungen der Erdhalbkugeln orthogona le 
Projektionen. Sie zeigen die Erde, wie ſie aus großer Entfernung, etwa 
vom Monde aus erſcheinen würde. Angewandt wird die orthogonale Pro— 
jektion beſonders auf den Mond, weniger auf die Erde (wegen der ſtarken 
Verzerrung am Rande). 


Beiſpiel 1. Man foll die nördliche Erdhälfte auf die Aquatorebene projizieren und die 
wichtigſten Hauptſtädte einzeichnen, deren auf Grade abgerundeten Längen und Breiten 


einem Atlas zu entnehmen ſind. 
3 * 
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Löſung. Es fei O (Fig. 52) ein durch Länge (A) und Breite (B) gegebener Ort. Durch 
Antragen von X an den Nullmeridian P’C erhält man ohne weiteres ben Meridian P/Q 
von O al erſten geometrischen Ort für 0“. 
Der zweite geometriſche Ort iſt der 
Grundriß des Parallelkreiſes in der 
Breite B. Seinen Radius p erhält man 
entweder aus der Umlegung der pro— 
jizierenden Ebene QOP oder, wenn 
100 mehrere Punkte eingezeichnet werden 
— 3% ſollen, beffer aus der Umlegung der 
80 halben Meridianebene A PB in bie Bild- 
$ | 70 ebene, wo ſie ſich mit dem halben Aquator 
70 r ADB deckt. Trägt man B an P/A in P 

i 5 an, fo ijt (0) G = der Radius des Paral- 
lelkreiſes in der Breite 8. Der Grundriß 
des Parallelkreiſes ijt der Kreis um P’ 

20 70705 10 ^0 mit P’ (0 = p als Radius. 
Figur 52. Beiſpiel 2. In der orthogonalen Pro- 
jektion einer Halbkugel auf ihre Grund— 
ebene follen zwei Punkte O, und O, deren Grundriſſe 01“ und Oy” gegeben ſind, 
durch einen Großkreisbogen verbunden werden. (Fig. 53.) 


170 180 170 
- 


Figur 53. 


Löſung. Zunächſt beſtimmen wir bie Koten 0, und os ber gegebenen Punkte durch 
Umlegen der Dreiecke 501/01 und 502/02, wobei O, und O, wegen der Gleichheit 
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aller Großkreiſe in den Grundkreis fallen müſſen (vgl. auch Fig. 52). Dann können wir 
nad) Grundaufgabe 4. (S. 14) die durch P’ (weshalb?) gehende Spur e der Ebene E 
des geſuchten Großkreiſes ziehen, 
nachdem wir vorher nach Grund— 
aufgabe 3. (S. 8) die Spur S ber 
in E liegenden Geraden 0,0, er- 
mittelt haben. Der Grundriß des 
(halben) Großkreiſes (ſ. S. 33) iſt 
eine (halbe) Ellipſe, deren große 
Achſe AB unmittelbar gegeben iſt. 
Die kleine Halbachſe P’C’ (Fig. 54) 
kann durch Umlegung des Kon— 
ſtruktionsdreiecks P’C’C des höch— 
ften Punktes C ermittelt werden, 
in welchem der Kugelradius r.nnd Figur 54. 

der Neigungświntel e (aus dem 

Konſtruktionsdreieck von O, oder O,) bekannt find. Aus den Achſen wird dann bie 
Halbellipſe unter Benutzung der Krümmungskreiſe (S. 33) konſtruiert. 


Übungsaufgaben. 


1. Projiziere im Maßſtab 1: 100 000 000 die nördliche Halbkugel auf bie Aquator- 
ebene und zeichne das Gradnetz für die Zehnergrade. Erdradius 6370 km. 

2. Desgleichen die öſtliche Halbkugel auf die Meridianebene von Greenwich, auch 
mit dem Gradnetz. Bei Konſtruktion der Ellipſen benutze bie Krümmungskreiſe (S. 33). 

3. Trage in die Gradnetze der Übung J. und 2. einige wichtige Punkte ein, ſowie die 
ungefähren Umriſſe der Erdteile. 

4. Zeichne den kürzeſten Seeweg von S. Franzisko (A = 118? w.) nach Yokohama 
(X = 140? ö.) unter der Annahme, daß beide Häfen unter 359 n. Br. liegen (der kürzeſte 
Weg zwiſchen zwei Punkten der Kugeloberfläche iſt der Großkreisbogen). Als Pro— 
jektionsebene ijt die Ebene des 90. Meridians zu nehmen. 

5. Die Grundriſſe A^, B’, C dreier Punkte auf einer Halbkugel jind gegeben. Durch 
die drei Punkte ſoll ein Schnitt durch die Halbkugel gelegt und ſeine wahre Geſtalt 
beſtimmt werden. Anleitung: Beſtimme zuerſt die Koten der drei Punkte, ſodann 
die Spur der Schnittebene und lege die Schnittebene um. Da bie umgelegte Schnitt— 
kurve ein Kreis durch (A), (B), (C) ſein muß, kannſt du den Grundriß nach Grundauf— 
gabe 10. zeichnen. 

„6. Drei Punkte A, B, C auf einer Halbkugel find gegeben. Ihre Verbindungen 
durch Großkreisbogen begrenzen ein „ſphäriſches Dreieck“. Zeichne dieſes Dreieck, 
a) wenn eine Ecke, z. B. C, im Scheitel der Halblugel liegt, b) wenn keine Ecke im 
Scheitel der Halbkugel liegt. 


C. Die ſchiefe Parallelprojektion. 


Einleitung. 


Die ſenkrechte Projektion hat den Nachteil, daß die durch ſie entſtandenen 
Bilder einen recht wenig körperlichen Eindruck machen. Dieſer Nachteil fällt 
bei der ſchiefen Parallelprojektion fort. Aus dieſem Grunde und weil geeignete 
Modelle oft nicht zur Hand find, haben wir diefe auch ſchon bisher immer dort 
angewandt, wo es ſich um möglichſt anſchauliche Darſtellung, insbeſondere 
um Analyſisfiguren der zu löſenden Aufgaben handelte, und werden dies 
auch in der Folge tun, was wir auch den Schülern dringend anraten. Das 
Zeichnen derartiger Schaufiguren wird beim Durcharbeiten von 
Abſchnitt A und B den meiſten fon geläufig geworden fein. Es ift auch 
in der Stereometrie bereits behandelt und an einfachen Beiſpielen ein— 
geübt, weshalb wir uns hier im weſentlichen auf etwas ſchwierigere 
Aufgaben beſchränken können. Die wenigen einfachen Regeln für die 
Zeichnung von ſchiefen Parallelprojektionen (kurz Schrägbildern), 
ſollen zunächſt noch einmal zuſammengeſtellt und eingehender erläutert 
werden. Man vergleiche ſie mit den Regeln für die ſenkrechte Parallel— 
projektion. Zur Veranſchaulichung dienen einige Drähte ſowie aus Draht 
hergeſtellte einfache Figuren (Dreieck, Rechteck, Quadrat, Vieleck, Kreis) 
und Körpermodelle, deren Schatten man im Sonnenſchein auf einer ebenen 
ſenkrechten Wand im Schulzimmer oder im Freien auffängt. Die als 
Projektionsſtrahlen dienenden nahezu parallelen Sonnenſtrahlen fallen ja 
faſt ſtets mehr oder weniger ſchief auf die Wände. Woher rührt die dabei 
beobachtete Unſchärfe? 

Regel 1. Fig. 55. Das Bild eines Punktes P ijt ein Punkt P, 


Regel 2. Das Bild einer Geraden (Strecke) ijt i. a. eine Gerade 
(Strecke) und nur dann ein Punkt, wenn die Gerade (Strecke) den Pro— 
jektionsſtrahlen parallel iſt. (ogl. S. 6.) 

Regel 3. Die Bilder paralleler Strecken ſind ebenfalls einander parallele 
Strecken (Ausnahme ?), deren Längen jid) ebenſo verhalten wie die der 
gegebenen Strecken. (Fig. 56.) ' 

Regel 4. Strecken, Winkel unb Figuren, bie ber Bildebene 
parallel find, werden unverändert abgebildet. (Führe den Beweis 
nach Fig. 57 mittels XV. und XIV. S. 15.) 

Regel 5. Teilungsverhältniſſe einer geteilten Strecke bleiben in der Pro— 
jektion erhalten. Beweis nach Fig. 58 leicht. 

Regel 6. Bei einer Parallelverſchiebung der Bildebene (Fig. 59a) oder des 
projizierten Gegenſtandes (Fig. 29 b) bleiben Größe und Geſtalt des Bildes un- 
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verändert. Man darf daher bie Bildebene beliebig hinter, vor oder durch den 
Gegenſtand legen. Durch die letzte Lage wird die Zeichnung oft vereinfacht. 


Figur 37. 


Figur 30% N i Figur 590. 


Regel 7. Alle Strecken, bie auf der Bildebene ſen krecht ſtehen, haben im 
Bilde dasſelbe Verzerrungsverhältnis (q) und denſelben Verzerrungswinkel (9). 
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Beweis. (Fig. 60.) Es fei AA" = a ſenkrecht IT und A; das Bild von A, 
fo können wir 4“ als bie ſenkrechte Projektion des Punktes A auf die vertikale 
Bildebene betrachten. Wir wollen A” ben Aufriß von A nennen (S. 35). 
A'A; ijt die ſchiefe Projektion (das Schrägbild) des Abſtandes a. Da nun 
AA = i der Neigungswinkel der projizierenden Strahlen gegen die Vild- 


ebene ijt, jo folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck AA” As: colg i = i * pber 


A" A,— a cotg i, b. h. bie Projektion einer zur Bildebene ſenkrechten 
Strecke a erjcheint im Verhältniſſe cotg i verzerrt (vergrößert oder verkleinert). 
Da i ein beliebiger, aber für alle projizierenden Strahlen gleicher Winkel ijt, jo 
iſt die Verzerrung aller zur Bildebene ſenkrechten Strecken dieſelbe, und zwar 
ift das Verzerrungsverhältnis q = cotg i. Da i alle Werte zwiſchen O und 909 
und daher cołg i oder q alle Werte zwiſchen co und 0 haben kann, fo kann 
offenbar das Verzerrungsverhältnis für alle zur Bildebene ſenkrechten Strecken. 
vom Zeichner ganz beliebig gewählt 
werden. Als beſonders bequeme Werte 
pflegt man q = 1, 4 ober 1 zu nehmen. 
Um nun auch die Richtung der Vild- 
ſtrecke A" A, feſtzulegen, beziehen wir 
jie auf die Schnittgerade der Bildebene 
mit einer beliebig angenommenen hori- 
zontalen Grundebene. Dieſe Schnitt— 
gerade heißt die „Achſe“ der Bildebene. 
Ziehen wir LR parallel zur Achſe durch, 
A", fo nennen wir X LA"A, = o den 
Verzerrungswinkel der Bildſtrecke 
A"A,. Auch dieſer Verzerrungswinkel 
. kann offenbar ganz beliebig (aber für alle 
Strecken ſenkrecht II gleich groß) gewählt 
werden, da der Neigungswinkel der Ebene 44/4, alle möglichen Werte an- 
nehmen kann, die man bei der Drehung um AA” erhält. Man wählt für o 
wegen der Geſtalt der Zeichendreiecke meiſtens 309, 459, 609 oder 900. 
Die vorſtehenden ſieben Regeln genügen, die Schrägbilder räumlicher 
Gebilde in einfacher Lage zur Bildebene herzuſtellen, ſowie Konſtruktionen 
im Raum in der Ebene abzubilden. Auch kann man umgekehrt aus einer 
fertigen Zeichnung die wahren Abmeſſungen der dargeſtellten Gebilde ent— 
nehmen, wenn g und o bekannt find. Strecken, Winkel und Figuren, bie 
der Bildebene parallel ſind, werden ja unverändert abgebildet. Die wahre 


Länge a einer Strecke, die ſenkrecht zur Bildebene ſteht, ijt einfach Am Bei 


ſchiefer Lage zur Bildebene führen Umlegungen in diefe zum Ziel. Der 
einzige Übelſtand der Schrägbilder iſt der, daß man in der Zeichnung die 
Gegenſtände [o ſieht, wie fie aus großer (eigentlich unendlich großer) Ferne 
erſcheinen würden, was aber bei geometriſchen Gebilden kaum ſtörend wirkt. 
Vor der Ausbildung der Zentralperſpektive pflegten ſich ſogar die Maler 
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biejer naheliegenden Projektionsart zu bedienen, freilich ohne ihre noch 
nicht genügend bekannten Regeln immer ſtreng zu befolgen. 

In den Regeln für die ſchiefe Parallelprojektion ſind ſämtliche Regeln für 
die ſenkrechte Projektion als Sonderfall (i = 900) der Parallelprojektion 
enthalten. 

Beiſpiele. 

Beiſpiel 1. Von einem Punkte kennt man den Aufriß und ſeinen Abſtand a von der 

Bildebene: Das Schrägbild des Punktes für q = 3, p = 45" zu konſtruieren. 


B 


Figur GZa. Figur 67b. 


Analyſis. Iſt A (Fig 67a) der gegebene Punkt, A” jein Aufriß und A, fein Schräg— 
bild, jo it A"A, = q: a= 1a. Zieht man ZR durch A” parallel zur Achſe, fo iit 
«X LA A = p = 450. 

Konſtruktion ſiehe Fig. 61 b. ^ 

Determination. Der Punkt kann vor (wie A), in oder hinter der Bildebene 
liegen Liegt er in der Bildebene, jo fällt fein Bild mit ihm zuſammen (3. B. A”). 
Liegt er, wie B, hinter der Bildebene, jo muß ſein Projektionsſtrahl die Bildebene durd- 
ſtechen. Der Durchſtichpunkt B, ijt das geſuchte Bild. Der Verzerrungswinkel ijt dann 
entgegengeſetzt, hier oben rechts an LR anzutragen und auch hier ijt B”Bs = 4 > b 
= 1 b, (Der Einfachheit wegen ift in Fig. 67a B auf der Verlängerung von AA" ane 
genommen, weswegen 5“ mit 4“ zuſammenfällt.) 


Bemerkungen. 1. Aus ber Löſung dieſer Aufgabe folgt, daß man, um ein 
Schrägbild irgendeines Raumgebildes zu erhalten, zunächſt nur den Aufriß, 
d. h. die ſenkrechte Projektion auf die Bildebene (die hier gleichzeitig die 
Aufrißebene ijt) zu zeichnen braucht. Hierfür gelten die Regeln, die im Mb- 
ſchnitt A für die ſenkrechte Projektion auf eine Ebene befolgt ſind. Von den 
erhaltenen Aufriſſen der Punkte aus konſtruiert man dann nach Beiſpiel 1. die 
Schrägbilder und erhält jo je nach den Werten von q und Q jedes beliebige 
Schrägbild. Dieſe Methode iſt bei ſchwierigeren Aufgaben zu empfehlen, 
da es oft leichter ijt, den Aufriß zu entwerfen, als ſofort den Schrägriß. 
2. Beim Zeichnen von Schrägbildern hat man oft viele Strecken in demſelben 
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Verhältnis (1 


: 3, 2: 3 uſw.) zu verkürzen. Dazu empfiehlt es jid) 


einen einfachen Verkleinerungsmaßſtab herzuſtellen, wie in Fig. 62. In ihr 
05 


Figur 62. 


A 


it OA, = + 0A,0A, = OA, 
ferner find durch A, Ay, As 
drei Parallele gezogen. Trägt 
man nun die zu verkleinernde 
Strecke AP = a ab und zieht 
OP, jo wird A,Pı = x a, 
AP; = ja. (Beweis!) 


Beiſpiel 2. Ein gegebenes 
Vieleck 12345 in horizontaler 
Lage zu zeichnen. Pp = 45°, 


=}. 


Löſung. Lege das Vieleck gu- 
nächſt durch Drehung um die Achſe 


(Schnittgerade der horizontalen Vielecksebene mit der Bildebene) in die Bildebene 
um. Das rne Vieleck heiße (1) (2) (3) (4) (5). Fälle von den Ecken des Vielecks die 


Figur 63a. 


Figur. 63%. 


Senkrechten (1) 1 é 2) 2“, 
(3) 3“, (4) 4“ und (5) 5” 
auf die Achſe. Denkſt 
du dir nun die Vielecks⸗ 
ebene wieder in die hori- 
i zontale Lage gurüd- 
gedreht, jo bleiben dieſe 
Senkrechten ſtets fent- 
recht zur Achſe und ſtehen 
zuletzt auch ſenkrecht zur 
Bildtafel. Sie laſſen ſich 
alſo alle nach Regel 7 
unter dem gegebenen 
Verzerrungswinkel ein— 
ander parallel und in der 
gegebenen Verkürzung 
zeichnen. So erhältſt du 
die Schrägbilder 18, 25, 
35, 45, 5s der Ecken und 
durch ihre Verbindung 
das verlangte Viel- 
pa ed, Die Zeichnung 
H ijt für alle drei Fälle 
ausgeführt, daß die Bild— 
ebene a) hinter, b) vor 
dem Vieleck liegt und 
c) das Vieleck ſchneidet. 
Fig. 63a, b, c. 


nis, 
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Bemerkungen. 1. Die Verbindungslinien (1) 1s, (2) 2,, (3) 3s uſw. find 
wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke [(1) 1“ 1% [(2) 2" 2,] uſw. parallel. 
Man wird dies bei der Konſtruktion der Punkte 15, 25, 35, ... benutzen. 

2. Da die ähnlichen 
Dreiecke (1) 1" 1, und 
(2) 2" 2, in perſpektiver 
Lage find, fo müſſen nach 
der Ahnlichkeitslehre die 
Verbindungslinien ent— 
ſprechender Punkte, alſo 
(1) (2), 1, 2, und !“ 2" 
durch einen Punkt 8, 
denAhnlichkeitspunktder 
beiden Dreiecke gehen. 
Der Punkt Sfiegt auf ber 
Achſe (Fig. 63a). Ebenſo 
müſſen fid) (2) (3) und 2, Figur 63 c. 
3s, (3) (4) und 3, 4s, uſw. 
in je einem Punkte ber Achje ſchneiden. Da nun nad) Bem. 1. auch (1) 1; // 
(2) 2,// (3) 3, uſw. ijt, fo erkennt man, daß das Schrägbild des Vielecks und das 
umgelegte Vieleck affin ; 
find. Affinitätsachſe ijt 
die ſchon als Achſe be- 
zeichnete Gerade, die Af⸗ 
finitätsrichtung iſt durch 
und o beſtimmt (vgl. 
S. 25). Auch dieſe Be— 
ziehung kann zur Ver— 
einfachung der Konſtruk— 
tion oder zur Probe be— 
nutzt werden. g | 

Beiſpiel 3. Das Schräg- ” 
bild eines horizontal liegen— 
den Kreiſes zu zeichnen für 
o= 30 und q = 4. 

Löſung. Fig 64. Wie 
erit ſpäter bewieſen werden 
kann, iſt nicht nur die ſenk— 
rechte Projektion, ſondern 
auch das Schrägbild eines 
Kreiſes i. a. eine Ellipſe, Figur 64. 
von der wir eine be— 
liebige Anzahl von Punkten konſtruieren können. Wir verfahren, wie in Beiſpiel 2. 
Es iſt zweckmäßig, die Bildebene durch den Mittelpunkt des Kreiſes zu legen, ſo 
daß bie Achſe zugleich Kreisdurchmeſſer wird (AB). Der Kreis wird zunächſt in die 
Bildebene umgelegt und, da 12 Punkte zur Zeichnung der Ellipſe ausreichen, in 
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12 gleiche Teile geteilt, von denen die Teilpunkte (1), (4), (7) und (10) in bie End- 
punkte der aufeinander ſenkrechten Durchmeſſer AB und (C) (D) fallen. In dieſen 
Endpunkten ziehen wir noch die Tangenten. Nun konſtruieren wir zuerſt wie in Beiſp. 2. 
die Schrägbilder C, und D, von C und D und ſodann unter Benutzung von Bem. 1 
bei Beiſp. 2. die Punkte 25, 35, 55, 65, 85, 95, 115, 12, der Ellipſe, jowie die Tangenten 
in A, B, C, und D,. Tangenten bleiben auch bei der Projektion Tangenten und find 
zur Beſtimmung der Kurvenrichtung in ihren Berührungspunkten wichtig. Aus der 
Figur ift alles erſichtlich. Um z. B. Punkt 9, zu finden, zieht man (9) 9" // M (C), 
(9) 9 // (C) Cg und 9“ 9, / MCs. Die 12 Punkte der Ellipſe werden ſodann durch eine 
möglichſt glatte Kurve verbunden. 

Konjugierte Durchmeſſer. Zieht man in einem Kreiſe zwei aufeinander 
ſenkrechte Durchmeſſer AB und CD (Fig. 65), fo halbiert jeder von ihnen 
die dem anderen parallelen Sehnen und 
geht durch die Berührungspunkte der dem 
anderen parallelen Tangenten. Dieſe Be— 
ziehungen bleiben nun bei jeder Parallel— 
projektion beſtehen. Während der Kreis da— 
bei i. a. zur Ellipſe wird, bleibt Mittelpunkt 
Mittelpunkt, Durchmeſſer bleibt Durch— 
meſſer (Regel 5.), Parallelen bleiben Paral- 
lelen(Regel3.), Halbierungspunkt bleibt Hal- 
bierungspunkt, Tangente bleibt Tangente. 
Die Durchmeſſer aber ſtehen i. a. nicht mehr 
ſenkrecht, ſondern ſchief aufeinander. Solche 
Durchmeſſerpaare nennt man bei ber Ellipſe 
konjugierte (zugeordnete) Durchmeſſer. Die 

Figur 65. beiden Hauptachſen der Ellipſe, die auf— 

einander ſenkrecht ſtehen, bilden nur einen 

Sonderfall der konjugierten Durchmeſſer. In Fig. 64 ſind offenbar AB und 
CDs konjugierte Durchmeſſer der Bildellipſe und die Figur zeigt uns zu- 


poa = 


Sigur 66. Figur 67. 


C. Die ſchiefe Parallelprojektion. 45 


gleich, wenn wir fie ohne Rückſicht auf ihre ſtereometriſche Bedeutung rein 
planimetriſch auffaſſen, die Löſung der wichtigen Aufgabe, eine Ellipſe 
aus zwei konjugierten Durchmeſſern zu konſtruieren. 


Beiſpiel 4. Das Schrägbild eines vertikalen zur Bildebene ſenkrechten Kreiſes zu 
zeichnen. p = 300, q —'4. 

Löſung. Der Kreis wird diesmal um den ſenkrechten Durchmeſſer CD in die Bild— 
ebene umgelegt (f. Fig. 66), die durch den Kreismittelpunkt gelegt ijt. Die Konſtruktion 
entſpricht durchaus der Löſung des Beiſp. 3. und ijt aus der Figur erſichtlich. AB; 
und CD ſind konjugierte Durchmeſſer der Bildellipſe. 

Beiſpiel 5. Das Schrägbild einer Kugel zu zeichnen. p = 30°, q = 4. 

Löſung. Legt man die Bildebene durch den Kugelmittelpunkt M (Fig. 67), jo kann 
man außer dem in der Bildebene liegenden Großkreis ABCD nach Beiſp. 3. und 4. 
die auf ihm ſenkrechten Großkreiſe AE, BF, 
und CES DF, zeichnen. Ihre Bilder find El— 
lipſen, bie bei den Punkten A, B, C und D 
henkelartig über den in der Bildebene liegen- 
den Kreis hinausragen. Das ſo erhaltene 
Kugelbild befriedigt aber nicht, weil ihm 
der die „Henkel“ umfaſſende Umriß fehlt, 
der bei der ſchiefen Parallelprojektion keines— 
wegs wie bei der ſenkrechten, durch den 
Großkreis ABCD dargeſtellt wird. Wir 
haben alſo noch zu unterſuchen, wie man 
dieſen Umriß erhält. Er iſt offenbar die Um— 
grenzung des ſichtbaren Teiles der Kugel— 
oberfläche. In Fig. 68 erblicken wir eine von 
den Sonnenſtrahlen beſchienene Kugel, auf 
der Ebene II ihr Schrägbild in Geſtalt ihres 
Schattens. Um eine recht anſchauliche Figur 
zu erhalten, denken wir uns vorübergehend Figur 68. 
die Kugel in einiger Entfernung vor der Bild— 
ebene. Die Entfernung von der Bildebene hat 
ja auf die Größe und Geſtalt des Bildes keinen Einfluß (Regel 6). Betrachten wir nur die- 
jenigen Lichtſtrahlen, welche die Kugel ſtreifen oder berühren, ſo iſt leicht zu erſehen, daß 
die Berührungspunkte ſämtlich auf bem Großkreiſe PORS liegen, der auf den Lichtſtrahlen 
ſenkrecht ſteht. Er bildet die Grenze zwiſchen der beleuchteten und der unbeleuchteten 
Hälfte der Kugeloberfläche und heißt ihr wahrer Um riß. Seine ſchiefe Projektion 
PQs Ress, alfo die Schattengrenze, heißt ber ſcheinbare Umriß der Kugel. Nebenbei 
bemerken wir, daß die den Umriß erzeugenden Strahlen einen ſenkrechten Zylinder— 
mantel bilden und daß wir den Schattenriß der Kugel als einen ſchiefen ebenen Schnitt 
durch den Zylindermantel auffaſſen können. Da nun, wie ſpäter im Lehrbuch bewieſen 
werden wird, daß jeder ſchief zur Achſe liegende Zylinderſchnitt eine Ellipſe iſt, ſo muß 
auch das Schrägbild der Kugel eine Ellipſe ſein. Bei Betrachtung der Kugel von 
einem möglichſt weit in der Richtung ber projizierenden Strahlen gelegenen Punkte wird 
aus dem vorhin von den Sonnenſtrahlen beleuchteten Teile der Kugeloberfläche ihr 
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ſichtbarer Teil. Der ſcheinbare Umriß deckt ſich mit dem wahren und begrenzt 
alſo den ſichtbaren Teil der Kugel. 

Wie erhalten wir nun auf die einfachſte Weiſe die Umrißellipſe? Wir zeichnen auf der 
Kugeloberfläche eine Reihe von Kurven, die bis an den Umriß heranreichen, wie etwa 
die Henkel der Ellipſen in Fig. 67. Dann wird der Umriß diejenige Kurve ſein, die alle 
dieſe Kurven einhüllt. Wir könnten z. B. eine Schar von Kugelkreiſen zeichnen, deren 
Ebenen einer der Hauptſchnittebenen in Fig. 67 parallel ſind. Am beſten wird ſich unter 
dieſen Ebenen die Bildebene A BCD eignen, da die zu ihr parallelen Schnittebenen auch 
im Schrägbilde Kreiſe liefern. Die Mittelpunkte dieſer Parallelkreiſe liegen auf dem 
Durchmeſſer E,P,. Wie wir ihre Radien ermitteln, ijt aus Fig. 67 erſichtlich. Iſt Q ein 
Mittelpunkt eines ſolchen Parallelkreiſes, jo erhalten wir feinen Radius p = OP, indem 
wir OP / MB ziehen. it aber die Ellipſe A BE,F, gar nicht gezeichnet, fo denken wir 
uns den Viertelkreis EMB in die Bildebene heruntergeklappt, wo er fid) mit dem, 
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MO 
Viertelkreiſe MDB deckt. O fällt auf (0), wobei M (0) = ——— ijt, P auf (P), Der gefuchte 
q 


Halbmeſſer ijt c = (0) (P) (// M B). In dieſer Weife find in Fig. 69 zehn Parallelkreiſe 
mit den Mittelpunkten 1, 2, 3, 4, 5 unb ben Radien py, Par Par Pa, es in gleichen Ab— 
ſtänden gezeichnet, von de— 
nen aber nur die größeren 
an den Umriß heranreichen 
und deshalb für die Zeich— 
nung genügen würden. Der 
Umriß iſt dann die Kurve, 
die alle dieſe Kreiſe ein— 
hüllend berührt. Er braucht 
aber kaum noch beſonders 
gezeichnet zu werden, da 
bie Kreiſe ihn ſchon mit 
ausreichender Deutlichkeit 
darſtellen. Von der Richtig— 
keit des Geſagten überzeugt 
man fid) am einfachſten, in- 
dem man einen Globus mit 
deutlich ſichtbaren Breiten 
kreiſen in der hier an— 
gegebenen Lage betrachtet. 
Fig. 51 zeigte uns das fer- 
Figur 60. tige Schrägbild der Erd— 
kugel. Die ſoeben erwähn— 
ten Parallelkreiſe waren nur mit Blei gezeichnet und wurden nach dem Ausziehen beſeitigt. 
Bemerkung. Die Umrißzeichnung der Fig. 69 ijt nur eine Näherungskonſtruktion. 
Die recht einfache genaue Konſtruktion der Umrißellipſe foll ihon hier ohne Beweis mite 
geteilt werden. Der Mittelpunkt der Ellipſe ijt M, die kleine Achſe 828. L EsFs (MS, 
= MS, gleich dem Kugelradius). S, und S, find die Hauptſcheitel (Endpunkte der großen 
Achſe), und zwar ijt MS, = MS, = E,S,. E, unb Fy find bie jogenannten Brenn- 
punkte ber Ellipſe. Die Zeichnung der Ellipfe j. S. 33. 
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Übungsaufgaben. 

Eine Reihe von einfachen Beiſpielen iſt bereits im Abſchnitt „Das ſtereometriſche 
Zeichnen“ des Lehrbuches enthalten. Die folgenden Aufgaben ſollen der weiteren Ein— 
übung des Verfahrens dienen. 

1, Zeichne in horizontaler, ſonſt aber beliebiger Lage, in verſchiedenen Abſtänden 
vor oder hinter der Bildebene: 

a) Die Beweisfigur des pythagoreiſchen Lehrſatzes (p = 45% q = 1); 
b) einen Kreis (r = 3 em, 9 = 45%, q = 1); 
c) ein regelmäßiges Fünfeck (o = 909, q = 3); 
d) einen Kreis (r = 3 cm) mit einer Tangente (5 = 309, q = 4. Die Tangente ijt 
bis an die Bildachſe zu verlängern). 
e) einen Kreis mit zwei von einem außerhalb liegenden Punkt gezogenen Tan— 
genten (o = 30%, q = 1); 
f) ein Dreieck mit feinem Umkreis (p = 1209, q = 1); 
g) ein Dreieck mit dem Inkreis (p = 1209, q = 1); 
h) einen Kreisring aus zwei konzentriſchen Streifen (rj = 3 em, r, = 2 em, 
p = 309.q = t); 
i) einen Kreisring aus zwei exzentriſchen Kreijen (ry = 3 cm, ry = Żem, M, Mg 
= 0,5 em, ọ = 309, q = 4); 
k) zwei jid) von außen berührende Kreiſe (r, = 3.0m, rę 2 em, p — 909, = 4). 
2. Löſe bie Aufgaben 1 b), e), d), e), h), i), k), wenn die Figuren in einer zur Vild- 
ebene ſenkrechten Vertikalebene liegen. 


Aufgaben aus der Stereometrie. 

3. Zeichne möglichſt einfache und anſchauliche Figuren zu den folgenden Sätzen, 
aber in anderen Lagen, wie dort. o = 309, q = 4. 

a) X. S. 12. Lege die Achſe des Ebenenbüſchels ſenkrecht zur Bildebene und 

zeichne acht quadratiſch begrenzte Ebenen in gleichen Winkelabſtänden; 

b) XVI. S. 23. Eine von den drei Ebenen ſei horizontal. 

©) XIV. S. 15, d) IV. S. 3. e) XIII. S. 14. 
4. Durch einen gegebenen Punkt P einer Geraden g die Ebene zu legen, die auf 9 
ſenkrecht ſteht. (III. S. 3. Nimm g parallel oder ſenkrecht II.) 

5. Auf einer Ebene E in einem ihrer Punkte 7 die Senkrechte zu errichten. 

6. Zeichne den geometriſchen Ort aller Punkte einer Ebene E, die von einem außer- 
halb E gelegenen Punkte P die gleiche Entfernung a haben (E horizontal oder parallel IT). 

7. Beſtimme den geometriſchen Ort aller Punkte im Raum, bie von zwei gegebenen 
Punkten A und B gleich weit entfernt find. (AB | II.) 

8. Zeichne den geometriſchen Ort aller Punkte im Raum, die von drei feſten Punkten 
A, D, C gleich weit entfernt find (Ebene ABC // Il). 

9. Durch einen gegebenen Punlt P bie Parallele zu einer Geraden g in der Ebene E 
zu ziehen. 

10. Durch eine Gerade 9, die einer Ebene E parallel iſt, eine Ebene zu legen, die mit 
. E den Winkel « bildet. (E horizontal, g L TI.) 

11. Zeichne einen Würfel (a = 3 cm) mit horizontaler Grundfläche, aber in ſchiefer 
Lage zur Bildebene. 
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12. Ziehe von einer Würfelecke aus in den dort zuſammenſtoßenden Flächen die 
Diagonalen und verbinde ihre Endpunkte. Was entſteht? 

13. Zeichne ein ſchiefwinkliges Parallele p ipedon (begrenzt von ſechs 
Parallelogrammen, von denen je zwei einander gegenüberliegende parallel und kon— 
gruent ſind). Zeichne auch das Netz. 

14. Zeichne eine fünfſeitige ſchiefe Säule, von der die Grundfläche, die Projektion 
einer Seitenkante und die Höhe gegeben ſind. 

15. Das Schrägbild einer fünfſeitigen Pyramide zu zeichnen, wenn die Grundfläche, 
der Fußpunkt der Höhe und dieſe gegeben ſind. 

16. Zeichne einen ſchiefen Zylinder, deſſen Radius r = 3 em, Höhe h = 6 em und 
Achſe a = 8 cm gegeben ſind. 

17. Zeichne einen ſchiefen Kegel aus r = 2 em, a = 7 em, h = 5 cm, 

18. Die Pyramide der Aufgabe 15. iſt in halber Höhe abzuſtumpfen. 

19. Stumpfe den Kegel Aufgabe 17. in 4 feiner Höhe ab. 

20. Zeichne das Schrägbild der Erdkugel (r = 5 em) und trage folgende Orte darin 
ein, deren Länge und Breite gegeben ſind: 


a) Berlin (A = 13%, B = 53°) g) New Pork (A = 719 w., B = 410) 
b) Paris (X = 2%, B = 49?) h) Rio de Janeiro (A = 43? w., 6 = 23°.) 
c) London (A = 0°, B = 529) i) Kairo ( = 31°, B = 300) 

d) Rom (A = 12% ß = 420) k) Kapſtadt (A = 189, 6 = 34° [.) 

e) Leningrad (X = 300, B = 60°) 1) Bombay (A = 739, B = 199). 


f) Athen (X = 24% B = 380) 

Anleitung. Die Bildebene gehe durch den Erdmittelpunkt und fei zugleich Auf- 
rißebene. PC"P, fei der Meridian von Greenwich (Fig. 70). Iſt nun 0“ der Aufriß 
eines Ortes O, deſſen Schrägbild O, geſucht 
wird, ſo zeichne man ſeinen Breitenkreis, der 
im Aufriß als Parallele A,B, zum Aquator 
AB etjcheint, X ACA = p. Legt man 
nun bie vordere Hälfte A,C, B, des Breiten- 
kreiſes in die Bildebene um (A,(C,)B,), macht 
3 CC“ (0) = , und fällt (0) O" L A 4B,, 
jo ijt (0) O^ der Abſtand des Punktes O von 
der Bildebene. Das Schrägbild O, kann daher 
leicht gefunden werden (vgl. S. 47). Zeichne 
auch die Schrägbilder des Aquators, des Null— 
meridians und den Umriß. 

„21. Zeichne das Schrägbild der Erdkugel 
mit dem Großkreisbogen New Vork —Kapſtadt 
(ſ. S. 36). 

22. Zeichne einen Kugelabſchnitt (r =5 em, 


h = 3 cm). 
P, 23. Das Schrägbild a) eines Stugelaus- 
Figur 70. ſchnittes (r = 5 em, h = 2 em), b) eines Kugel- 


zweiecks zu zeichnen (« = 30°). 
24. Zeichne einen Würfel mit einbeſchriebenem Zylinder, a = 4 om, 
25. Zeichne einen Würfel mit feiner a) Inkugel, b) Umkugel (a = 4 em). 
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26. Konſtruiere a) bie Umkugel, b) die Inkugel eines Tetraeders (a = 5 em). 

27. Einem gegebenen gleichjeitigen Kegel foll eine Kugel a) umbeſchrieben, b) ein- 
bejchrieben werden. s = 6 em. 

28. Es ſoll ein ſenkrechter Zylinder mit einer Schraubenlinie gezeichnet werden. 
r — 3 em, « (Steigungswinkel der Schraubenlinie) — 300. 

Anleitung. Wickelt man den Winkel o jo um den Zylindermantel, daß ber eine 
Schenkel ſich um den Grundkreis legt, ſo bildet der andere Schenkel auf dem Mantel 
eine Schraubenlinie. Schneide den Winkel aus durchſcheinendem Papier aus und mache 
ben Verſuch! Für die Zeichnung teile den Grundkreis in etwa 12 gleiche Teile, trage den 
Umfang 2 x r mit den Teilpunkten auf dem einen (wagrechten) Schenkel von « 


. mehrmals ab und errichte in ſämtlichen Teilpunkten Senkrechte bis an den anderen 


Schenkel. Die Längen dieſer Senkrechten ſind die Höhen der entſprechenden Punkte 
der Schraubenlinie, die dann leicht gezeichnet werden kann. 


Skizzierübungen. 
Die darzuſtellenden Gegenſtände ſollen unter Hervorhebung der geometriſchen 
Grundformen nach den Regeln der ſchiefen Parallelprojektion gezeichnet werden, 


Figur 71. 


die kleineren möglichſt in natürlicher Größe. Alles unweſentliche Beiwerk iſt fort— 
zulaſſen. Lage zur Bildebene möglichſt einfach wählen! Beiſpiel Fig. 74. 

Zeichne unter, Benutzung ſelbſtgewählter Verzerrung und mit Angabe des Maßſtabes 
Schrägbilder folgender Gegenſtände aus verſchiedenen Gebieten: 

1. Brett; 2. Streichholzſchachtel, halb geöffnet; 3. Zigarrenkiſte mit halb geöffnetem 
Deckel; 4. Bilderrahmen aus Flachleiſten; 5. Ziffernblatt einer Uhr; 6. Schachbrett; 
7. Plattenfußboden aus kongruenten ſechseckigen Platten (ſchwarz-weiß); 8 a) Obelisk mit 
quadratiſchem Sockel; b) Stehendes und liegendes Kreuz; e) Wegweiſer. 9. Lampen- 
ſchirm; 10. Mühlrad; 11. Faß; 12. Bierglas; 13. Serviettenring; 14. Trauring; 15. 
Schubkarre; 16. Treppe; 17. Schiefernagel; 18. Pillenſchachtel; 19. Rohrſtück; 20. Sit- 
bank; 21. Rechteckiger Tiſch mit vier Beinen; 22. Kreisrunder Tiſch mit drei Beinen; 
23. Achteckiger Tiſch mit vier Beinen; 24. Türrahmen mit offener Tür; 25 a) Kommode, 
eine Schublade etwas geöffnet; b) Bettſtelle; e) Sarg; 26. Turm mit quadratiſchem 
Grundriß und Pyramidendach; 27. Zylindriſcher Turm mit Kuppeldach; 29. Achtediger 
Turm mit Kegeldach; 30. Haus mit Giebeldach; 31. Haus mit holländiſchem (Walme) 
Dach; 32. Hundehütte; 33. Haus mit (halbzylindriſchem) Tonnendach. 34. Zugeſpitzter 
Detlefs, Anfangsgründe der darſtellenden Geometrie. I. 4 
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Bleiſtift; 35. Lineal mit abgeſchrägter Kante; 36. Reißbrett; 37. Reißſchiene; 
38. Zeichendreieck; 39. Buch; 40. Tintenfaß. 41. Turnreck; 42. Barren; 43. Schaukel; 
44. Wippſchaukel; 45. Leiter; 46. Rodelſchlitten. 47. Reagenzglas, halb mit Waſſer 
gefüllt, in ſenkrechter und ſchiefer Stellung; 48. Trichter; 49. Kochflaſche; 50. Medizin— 
flajche; 51a) Bunſenſtativ; b) Bunſenbrenner; e) Dreifuß; 52. Pneumatiſche Wanne 
mit Brücke. 53. Keil; 54. Wellrad; 55. Seilwinde; 56. Feſte Rolle; 57. Lot; 58. Sep- 
wage; 59. Luftballon mit Gondel; 60. Glasglocke; 61. Briefwage; 62. Monochord; 
63. Hufeiſenmagnet; 64. Deklinationsnadel; 65. Inklinationsnadel; 66. Elektrophor; 
67. Goldblatt-Elektroſkop; 68. Leydener Flaſche; 69. Kugelkonduktor auf Glasſäule; 
70. Zylinderkonduktor mit halbkugeligen Endflächen; 71. Iſolierſchemel; 72. Scheiben- 
Elektriſiermaſchine; 73. Bunſenelement; 74. Schattenphotometer; 75. Figur zur Gre 
klärung des Beleuchtungsgeſetzes; 76. Projektionsapparat; 77. Gleichſeitiges Prisma; 
78. Rechtwinkliges Prisma; 79. Hohlſpiegel; 80. Die ſechs Formen der Linſen. 


Kriſtallformen. Regelmäßige Körper. Axonometrie. 


Die Mineralien ſowie die feſten Stoffe, mit denen uns die Chemie be— 
kannt macht, ſind meiſtens durch eine beſtimmte Geſtalt ausgezeichnet, 
die wir „Kriſtall“ (vom griechiſchen Krystallos, Eis, Bergkriſtall) nennen. 
Das äußere Merkmal eines ſolchen Kriſtalls iſt, daß er von ebenen, nach 
gewiſſen Geſetzen gelagerten Flächen begrenzt wird. Das Studium der 
mannigfaltigen, oft ſchönen Kriſtallformen iſt für den Mineralogen, den. 
Chemiker und in einigen Fällen auch für den Phyſiker von Wichtigkeit 
und bildet die Aufgabe der Kriſtallkundeoder Kriſtallographie. 
Zur zeichneriſchen Darſtellung der Kriſtalle eignet ſich die ſchiefe Parallel— 
projektion, wie wir an einigen Beiſpielen zeigen wollen. Es empfiehlt ſich 
dabei meiſtens die Wahl von o — 209, q — 1. Wir behandeln hier auch die 
aus der Stereometrie bekannten regelmäßigen Körper, von denen einige 
auch als Kriſtalle vorkommen. 

Die natürlichen und auf künſtlichem Wege erhaltenen Kriſtalle zeigen 
mancherlei Unvollkommenheiten, da ſie entweder unvollſtändig oder nicht 
nach allen Seiten gleichmäßig ausgebildet ſind. Wir beſchränken uns deshalb 
auf die Darſtellung der idealen Formen, die von dieſen Mängeln frei ſind, 
und beginnen mit dem uns ſchon bekannten regelmäßigen Achtflach oder 


Oktaeder. Es wird begrenzt von acht kongruenten gleichſeitigen Drei— 
ecken und ijt z. B. die Kriſtallform des Magneteiſenerzes und des Alauns. 
Sein Netz ſehen wir in Fig. 72 a, fein Schrägbild Fig. 72 0. Bei der Ye- 
zeichnung der Schrägbilder der Punkte iſt hier und bei den folgenden 
Schrägbildern der Index s der Einfachheit wegen weggelaſſen. Stereo— 
metriſch können wir das Oktaeder als Doppelpyramide behandeln, kriſtallo— 
graphiſch ift es üblich, die Lage feiner Flächen auf die drei Achſen AA’, 
BB', CC zu beziehen, die in den drei Hauptrichtungen des Raumes im 
Mittelpunkt des Körpers aufeinander ſenkrecht Stehen. Die Fläche A BC z. B. 
ſchneidet an jeder Achſe das gleiche Stück a ab. Ebenſo jede andere Fläche. 
Von der Länge von a hängt zwar die Größe, nicht aber die Geſtalt des 
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mend ves pon mehr nur bedingt durch das Verhältnis a Ta: a 
2 enabſchnitte (Dier = 1: 1: J), das ma i 8 ene 
verhältnis nennt. i pu ee 

Der. Würfel, ber hier auch regel- 
mäßiges Sechsflach ober Heraeder 
genannt wird, ijt uns ein alter Be— 
kannter. Er ijt die Kriſtallform z. B. des 


N 


Figur 22a. : B 
DA Figur 725. 


Bleiglanzes und des Kochſalzes. Seine Achſen (Fig. 73) find bie Verbindungs— 
linien der Mittelpunkte der einander gegenüberliegenden Flächen. Um 
das Achſenverhältnis einer Fläche, z. B. der Vorderfläche zu erhalten, 
beachten wir, daß ſie die eine Achſe in 4, die beiden anderen aber 
„im Unendlichen“, d. h. gar nicht ſchneidet. Bezeichnet man OA mit a, jo 
ift das Achſenverhältnis dieſer Fläche i 
a: : wa; ebenjo das jeder anderen 
Würfelfläche. 

Halbflächner. Es kommt zuweilen 
vor (3. B. beim Fahlerz), daß die 
eine Hälfte der Kriſtallflächen ſich 
ſoweit ausdehnt, daß die andere ver— 
ſchwindet. Nehmen wir an (Fig. 7%, 
die vier weißen Flächen des Oktaeders 
dehnen ſich ſoweit aus, bis ſie die 
mit ihnen abwechſelnden ſchattierten 
Flächen verdeckt haben, dann werden 
jid) die Flächen ABC und A'B'C in 
der Firſtkante PQ (/ AB nach XVI. 
S. 23) ſchneiden, ebenſo AB'C und 

BA’C in der Kielkante RS (/ AB’), A'B'C unb A'BC' in QS (//BC) uſw. 
Durch jede Oktaederecke läuft jetzt eine neue Kante. Es entſteht ein Körper, 
der von vier kongruenten gleichſeitigen Dreiecken begrenzt wird, das uns 
bereits bekannte regelmäßige Vierflach oder Tetraeder. Man nennt das 
Tetraeder den Halbflächner des Oktaeders. Sein kriſtallographiſches 


Zeichen ift 3 (a: : a). 


Figur 73. 


4 * 
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Zwillingskriſtalle. Läßt man in dem Oktaeder Fig. 74 die ſchattierten 
Flächen auf Koſten der anderen anwachſen, fo erhält man ein zweites fon- 
gruentes Tetraeder (das Gegentetraeder oder 
negative Tetraeder, Zeichen: — (a: a:a). 


Figur 74. Figur 75. 


Es kann auch vorkommen (Fig. 75), daß beide Tetraeder fid) (ſcheinbar) 
durchdringen. Solche Kriſtalle nennt man Durchwachſungszwillinge 
(Fahlerz). In der Stereometrie gehören fie gu den Stern körpern. 

Kombinationen. Sehr oft treten an einem 
Kriſtall verſchiedene Flächenarten, z. B. Wür— 
fel- und Oftaederflächen auf. Man ſpricht 
dann von zuſammengeſetzten Formen oder 
Kombinationen. Man erhält ſolche 
Kombinationen durch Abſtumpfung oder Zu— 
ſpitzung bzw. Zuſchärfung der Ecken oder 
Kanten einer einfachen Kriſtallform. 

Beiſpiel. Einem Würfel ſollen ſämtliche Ecken 
gleichmäßig abgeſtumpft werden. 


Löſung. Da Teilungsverhältniſſe durch Parallel— 
projektion (nach Regel 5. S. 38) nicht verändert 
werden, hat man nur von jeder Ecke aus auf den 
von ihr ausgehenden Kanten denſelben Bruchteil (3. B. 4) der Kantenlänge abzutragen 
und durch die erhaltenen Punkte einen Schnitt zu legen, der die Ecke abtrennt. (Fig. 76.) 
Die Schnittflächen ſind offenbar nach ihrer Lage zu den Achſen Oktaederflächen. Wir 
haben aljo eine Kombination von (a : œ a:w a) mit (a : a : a). 


Pyramidenwürfel. Werden ben ſechs Würfelflächen kongruente quadra: 
tiſche Pyramiden aufgeſetzt, jo entſteht der in Fig. 77 abgebildete Körper. 
Er wird von 6 x 4 — 24 kongruenten gleichſchenkligen Dreiecken begrenzt. 
Jede Fläche, z. B. CQS, ſchneidet von zwei Achſen endliche Abſchnitte (OC —a, 
OD = ma) und ijt der dritten parallel. Das Kriſtallzeichen ijt demnach 
a: ma: , wobei m bei natürlichen Kriſtallen ſtets einen einfachen ratio- 
nalen Wert hat (in der Figur ijt m — 2). Dieſe Kriſtallform kommt z. B. beim 
Flußſpat vor. 


Figur 76. 
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Das Rhombendodekaeder 
oder Rhombenzwölfflach. 
Wird in Fig. 77 die Pyra— 
midenhöhe CF = oder 
gleich der halben Würfelkante, 
ſo wird der Neigungswinkel 
der Pyramidenflächen gegen 
die Würfelflächen « = 450; je 
zwei in einer Würfelkante zu— 
ſammentreffende Pyramiden— 
flächen fallen daher in eine 
zuſammen, und es entſteht ein 
von zwölf kongruenten Rhom— 
ben begrenzter Körper, das A i 
Rhombendodekaeder, auch 0 e 
Granatoeder genannt, weil 
der Granat meiſtens in dieſer 
Form vorkommt. Sein Zeichen 
tt. aß an ada n iſt. 
Fig. 78 ſtellt den Körper, 
Fig.“ 9 fein Netzdar. Die wahre 
Geſtalt der Rhomben ergibt 
ſich aus den Längen der Diago— 
nalen, die aus Fig. 78 leicht 
zu ermitteln ſind. Iſt das 
Rhombendodekaeder im jtereo- 
metriſchen Sinne ein „regel— 
mäßiger“ Körper? 

Das Pentagondodekaeder 
oder Fünfeckszwölfflach. Der 
Pyramidenwürfel hat auch 
einen Halbflächner, den wir auf dieſelbe Weiſe erhalten, wie das Tetraeder aus 
dem Oktaeder. Es follen z. B. die weißen Flächen der Fig.?“ fid) ſoweit aus— 


Figur 78. 


Figur 79. 
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dehnen, daß ſie die ſchattierten verdecken. Dann bilden die wie Dachflächen ge— 
neigten Pyramidenflächen CPQ und CRS die Firſtkante DD’ (Fig. 80, die Ye- 
zeichnung ift dieſelbe wie in Fig. 77). Sie iſt // BB’ (weshalb ?). Ihr Endpunkt D 
ijt ihr Schnittpunkt mit der verlängerten Symmetrale BH ber Pyramiden— 
fläche BOS. Wegen der Symmetrie ijt D'C = DC. In derſelben Weiſe findet 
man die durch C^ gehende Kielkante ſowie die durch A gehende vertikale und die 
durch B gehende horizontale Kante. Die unſichtbaren Kanten durch A’ und B’ 
ſind auch leicht zu zeichnen, aber der Deutlichkeit wegen fortgelaſſen. 

Außer den 12 Endpunkten aller dieſer Kanten gehören noch die acht Würfelecken zu 
den Ecken des neuen Popas (gib den Grund nach Fig. 80 an). Er wird von 12 (weshalb?) 
Fünfecken begrenzt, die zwar fon- 
gruent und ſymmetriſch, aber bei 
natürlichen Kriſtallen niemals 


Figur 50. Figur 57. 


regelmäßig find. Sein Kriſtallzeichen ijt 4 (a : ma: oo a). Man kann aber auch leicht 
das regelmäßige Fünfecks⸗Zwölfflach zeichnen, wenn man die Pyramidenhöhe CI 
fo bemißt, daß OC, wie es in Fig. 80 ſchon gemacht ijt, durch F ſtetig geteilt wird. 


Figur 82, 
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Beweis. Aus dem Trapez CDBO folgt OF : FC = BH : HD. Iſt nun das Fünfeck 
EE'QSD regelmäßig, wie in Fig. $7 und zieht man DK || EE’ und verlängert E'S, 
fo findet man nach Berechnung ber Winkel, daß A DKS das Beſtimmungsdreieck eines 
regelmäßigen Zehnecks iſt. Es verhält ſich 
daher BH : HD = E'S : SK = DS: SK. 
Nach dem Satz von ber Zehnecksſeite ijt dies 
aber das Teilungsverhältnis der ſtetigen 
Teilung (— 1 : 0,62). 

Das Achſenverhältnis einer Fläche des 
Körpers ijt = a : 1,62 4: oo d. m ijt irratio- 
nal, während es bei natürlichen Kriftallen 
ſtets rational ijt. Fig. 82 zeigt das Netz des 

regelmäßigen Pentagondodekaeders. 

Das regelmäßige Ikoſaeder oder 
Zwanzigflach. Beſtimmt man (Fig. 83) 
die Mittelpunkte ſämtlicher Flächen 
eines regelmäßigen Pentagondode— . 
kaeders (wie findet man fie?), jo erhält Figur 53. 
man 12 gleich weit von O entfernte und 
gleichmäßig im Raum um O herum verteilte Punkte. Die Verbindungs— 
linien je zweier benachbarter Punkte liefern einen Körper, der von 20 kon— 
gruenten gleichſeitigen Dreiecken begrenzt wird, alſo das aus der Stereo— 
metrie bekannte regelmäßige Ikoſaeder. Das Netz zeigt Fig. 84. Als Kriſtall 
kommt dieſer Körper nicht vor. 

„Allgemeine Konſtruktionsmethode für Kriſtallformen. Es feien OX, 
OY, OZ bie drei Achſenrichtungen eines Kriſtalls, a : ma : na fein Kriftall- 


Figur 84. 


zeichen. In dem ſogenannten regulären Kriſtallſyſtem, dem die bisher 
beſprochenen Formen angehören, ſind alle drei Achſen gleichartig. Wir 
können fie daher vertauſchen. Wenn eine Fläche auf der Xe, V- und Z-A fe 
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bie Abſchnitte a, ma und na fat, jo müſſen auch Flächen vorhanden fein, 
die auf den Achſen bie Abſchnitte 


a, na, ma 
ma, a, na, 
ma, na, a 
na, a, ma 
na, ma, a 


beſitzen. Das gilt für jeden ber acht Naumachtel (O Et am ten), in welche ber 
Kriſtallraum durch bie drei Achſenebenen geteilt wird. Wir haben alfo die 
drei Abſchnitte in den angegebenen ſechs Zuſammenſtellungen auf den drei 
Achſen abzutragen, durch je drei ſo erhaltene Punkte die Ebenen zu legen 
und ihre Schnittkanten zu zeichnen ſowie die Ecken zu beſtimmen. Ein Bei— 
ſpiel ſoll dies näher erläutern. 

Beiſpiel. Die Kriſtallform a : 2a : 2a zu zeichnen. 


Löſung. Fig. 85. Die Abſchnitte a, 2a, 2a laſſen nur drei Zuſammenſtellungen zu 
(weshalb?). Dieſe lauten 
d, 2 4, 2a 
2 a, a, 2a 


2 4, 2 
2a, 2 4, a. 


Es gibt alfo in jedem Oktanten nur drei Flächen. Ich trage ON; = OY, — OZ, — a 
und OX, = OY, = OZ, 2% ab (OX, und OX, in der gegebenen Verkürzung, hier 
4, ab) und lege nun durch die 


XYZ; die Ebenen. Sie ſchnei— 
den die Achſenebenen in den 
gleichnamigen „Spurendrei— 


Ebenen X,Y Za und X,Y,Z] 
außer X, den Spuren- 
ſchnittpunkt S, gemeinſam 
haben, jo ijt X55, ihre Snitt- 
linie. 

Aus demſelben Grunde ift 
Y,S, die Schnittlinie der 
Ebenen Xo Y5Z, unb XI V2 22 
ſowie 2283 die Schnittlinie 
von XIV Zz und X,Y,Z. 
Dieſe drei Schnittlinien müſſen 
nach XVI. S. 23 durch einen 
Punkt S gehen, der die bon 


Figur 65. 


den drei Ebenen gebildete Ecke darſtellt. SSi, 887, SS, find die von S ausgehenden. 


Kanten. Zieht man noch die Eckabſchnitte X Sa, X82, VIS, YıSa, 2182, 218i ber 
Spuren als Kanten aus, ſo hat man den vorderen, oberen, rechten Oktanten des 


Punkte X. VZ 2, X2 VIZ und 


ecken“ XI YZ uſw. Da nun die 


| 
| 
1 
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Kriſtalles fertig. In derſelben Weiſe kann man die übrigen Oktanten zeichnen. Be— 
quemer iſt es aber, hierbei von der Symmetrie Gebrauch zu machen. Die drei 
Achſenebenen ſind zugleich Symmetrieebenen. 

Der entſtandene Körper wird von zwölf kongruenten Drachenvierecken begrenzt. 
Er heißt Deltoid-Ikoſitetraeder (Vierundzwanzigflach). 

Kriſtallſyſteme. Außer dem regulären Kriſtallſyſtem, das durch drei gleiche 
aufeinander ſenkrechte Achſen gekennzeichnet iſt, gibt es noch die folgenden, 
deren Grundformen, die Doppelpyramiden, aus Fig. $6 erſichtlich find: 
Das quadratiſche Syſtem: Drei aufeinander ſenkrechte Achſen, 
von denen nur zwei (a) gleich und an der dritten (c) verſchieden ſind. Zeichen 
der quadratiſchen Doppelpyramide: a: a: e. Fig. 86a). 

Das rhombiſche Syſtem. Drei aufeinander ſenkrechte, ungleiche 
Achſen (a,b,c). Zeichen der rhombiſchen Doppelpyramide: a : b: c. Fig. 86b). 


ej 


Figur 86. 


L3 


Dasmonofline Syftem. Drei ungleiche Achſen, von denen zwei 
(b unb c) aufeinander ſenkrecht ſtehen, während die dritte (a) ſchief von vorn 
nach hinten aufſteigt. Fig. $6 c). 

Dastrikline Syſtem. Drei ungleiche, ſchief aufeinander ſtehende 
Achſen (a, b, c). Fig. 86 d). 

Das hexagonale Syſtem. Vier Achſen, von denen drei gleich 
find, in einer Ebene liegen und Winkel von 609 miteinander bilden. Die 
vierte, die Hauptachſe, ſteht auf der Ebene im Schnittpunkte der drei Neben— 
achſen ſenkrecht. Fig. $66). Zeichen der hexagonalen Doppelpyramide: 
a:a: oa: e Von den Kriſtallen dieſes Syſtems foll wegen feiner Ve- 
deutung für die Optik das Rhomboeder, der Halbflächner der hexagonalen 
Doppelpyramide, gezeichnet werden (Fig. $7). Wir laffen in bekannter 
Weiſe die abwechſelnden weißen Flächen der Doppelpyramide anwachſen, 
bis ſie die übrigen (in der Figur ſchattierten) völlig verdecken. Wenn die 
Flächen PBC unb gleichzeitig PA’B’ fid) ausbreiten, fo ſchneiden fie fid) 
in ber neuen Kante PQ, bie von P nach dem Schnittpunkte K von BC unb 
B'A’ laufen muß (Satz XVI. S. 23), denn K ijt der Schnittpunkt der drei 
Ebenen PBC, PB'A' und ber Grundebene der Doppelpyramide. Aus 
Gründen der Symmetrie muß Q der Schnittpunkt von PK mit ber Symme— 
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trale P'H des Dreiecks P'CA' ſein. Genau in derſelben Weiſe findet man 
links die Rhomboederkante PR. Auch die anderen Kanten kann man einzeln 
auf dieſe Weiſe beſtimmen. Da 
der entſtehende Körper aber von 
ſechs kongruenten Rhomben be- 
grenzt wird, kann man ihn ein— 
facher durch Ziehen von Paral— 
lelen ergänzen, ähnlich wie bei 
der Zeichnung eines Würfels. 
Fig. $8 zeigt das Netz eines 


pá : EBEN A, Kalkſpatrhomboeders, der 
acz DZE NI AK wegen feiner Eigenfchaft, 
: das Licht ſtark doppelt zu 


R brechen, in der Optik eine 
wichtige Rolle ſpielt (i8- 
ländiſcher Doppelſpat). 

Axonometrie. Dem aufmerk⸗ 

ſamen Leſer wird es aufgefallen 

ſein, daß in dieſem Abſchnitt von 

Parallelprojektion nur im Ame 

fange die Rede war, als diegich— 

tungen und Längen der Kriſtall— 
achſen beſprochen wurden. Spä— 
ter wurde immer nur die Lage 
der Kriſtallflächen in Bezug auf 

bie Achſen, nicht aber zur Vild- 

ebene betrachtet. Nachdem das 

Achſenkreuz einmal feſtgelegt 

war, konnten wir alle Ebenen, 

Kanten und Ecken des Kriſtalles 

durch ihre Lage zu den Achſen 

in der Zeichnung darſtellen. 

Dieſe Methode iſt nicht nur auf 

Kriſtalle, ſondern auf beliebige 

Raumgebilde anwendbar. Man 

bezeichnet fie als„Axonometrie“ 

und nennt die nach ihren Re— 
geln erhaltenen Zeichnungen 
axonometriſche Darſtel— 
lungen. Die ſchiefe Parallel- 
projektion iſt zur Zeichnung der 

Achſen beſonders geeignet, weil 

man die drei in der Regel auf- 

einander ſenkrechten Achſen ſtets 
ſo annehmen kann, daß zwei von ihnen auch in der Zeichnung ſenkrecht auf— 
einander und unverkürzt erſcheinen, und die dritte in beliebiger Richtung und 


Figur 88. 
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beliebiger Verkürzung erſcheint. Alle den Achſen parallelen Strecken erſcheinen 
auch in der Zeichnung den Achſen parallel und in denſelben Verhältniſſen 
verzerrt, wie die Achſen im Vergleich zu ihren wahren Längen verzerrt 
erſcheinen. Die ſo erhaltenen Bilder laſſen auch an Schönheit und Klarheit 
nichts zu wünſchen übrig. In manchen Fällen wendet man auch die 
ſchwierigere ſenkrechte Projektion der Achſen an und ſpricht dann von 
orthogonaler Axonometrie. 


Übungsaufgaben. 

J. Stumpfe einem Würfel die Ecken jo weit ab, daß bie Würfelkanten verſchwinden. 
. Stumpfe einem Oktaeder die Ecken ab. 
3. Desgl. einem Tetraeder. 
4. Desgl. einem Pyramidenwürfel die Pyramidenecken. 
5. Desgl. einem Rhombendodekaeder a) bie vierſeitigen, b) die dreiſeitigen Ecken. 

Gib die Kombinationen an, die bei den vorhergehenden Aufgaben entſtehen. 
. Bejtimme bei folgenden Körpern die Mittelpunkte ſämtlicher Flächen und verbinde 
die benachbarten Mittelpunkte auf alle Arten. Was entſteht? a) Würfel; b) Oktaeder; 
c) Tetraeder; d) Rhombendodekaeder; e) Ikoſaeder. 

7. Stumpfe einem regelmäßigen Dodekaeder die Ecken ab. 

8. Desgl. einem regelmäßigen Ikoſaeder. 

9. Konſtruiere ein Pyramidenoktaeder durch Aufſetzen von gleichhohen dreiſeitigen 
Pyramiden auf die Oktaederflächen. (Die Pyramidenſpitzen find die Ecken eines Würfels.) 


10. Konſtruiere das Pyramidenoktaeder a :a:2 nad) der allgemeinen Methode 
S. 66. 


*11. Konſtruiere das Hexalisoktaeder (Achtundvierzigflach) a: 2: 3 a. 

12. Stumpfe der quadratiſchen Doppelpyramide a) die Endecken; b) die Mittelecken ab. 

13. Konſtruiere im quadratiſchen Syſtem die Kombination bona: a: o emita za : €, 

14. Desgl. a: a : o0 c mit a: 00a: c. 

15. Zeichne eine rhombiſche Säule mit Endfläche (a: b: oo c mit oo a : co b : c). 

16. Zeichne eine ſechsſeitige Doppelpyramide 2, Ordnung (a:2a:2a:c). 

17. Zeichne eine ſechsſeitige Doppelpyramide 1. Ordnung (a:a:00a:0) mit 
Endflächen (o0 a : : d: c. 

18. Zeichne die Kombination der hexagonalen Säule 1. Ordnung (a: : œ a : c) 
mit Pyramide 1. Ordnung (a: a : d: c). 

19. Stumpfe ein Rhomboeder an den Endpunkten der Hauptachſe ab. 

20. Zeichne durch Erweiterung der ſchattierten Flächen in Fig. 87 das Gegenrhombo— 
eder. (Zeichen: — 1(a:a:00a:c) mit : d: d: ch. 


by 


S 


Anhang. 


Deränderlihe Figuren (bisher in A IV). 

Die funktionale Abhängigkeit veränderlicher Größen, bie für den heutigen 
mathematiſchen Unterricht von ſo großer Bedeutung geworden iſt und 
auch in dieſem Lehrbuche überall betont wird, bedeutet in der Geometrie 
Veränderlichkeit der Figuren. Entweder die ganze Figur 
oder einzelne Teile derſelben müſſen als veränderlich vorgeſtellt werden. 
Es liegt daher der Wunſch nahe, ſolche Veränderungen zu veranſchaulichen. 
Hierzu wurde zuerſt von W iü n ch (Darmſtadt) der Kinematograph benutzt. 
Als nächſtliegendes und faſt koſtenloſes Mittel kann aber auch das Mutoſkop 
in feiner einfachſten Geſtalt als mit dem Daumen durchzublätterndes Kin p - 
heft dazu dienen. Solche Kinohefte können mit Leichtigkeit von geſchickten 
Schülern im Linearzeichen- und Handfertigkeitsunterricht unter Anleitung 
des Lehrers für alle Gebiete des mathematiſchen Unterrichts hergeſtellt 
werden und bieten eine gute Gelegenheit zur Übung im genauen Zeichnen. 
So kann in kurzer Zeit für die mathematiſche Sammlung ein reiches, leicht 
aufzubewahrendes und ſelbſt bei ſtarker Benutzung faſt unverwüſtliches 
Anſchauungsmaterial angeſammelt werden. Um anfänglichen Mißerfolgen 
vorzubeugen, ſei hier nach den Erfahrungen des Verfaſſers eine kurze An— 
leitung zur Herſtellung dieſer Hefte gegeben: 

Das zur Zeichnung unerläßliche Reißbrett wird an den Rändern durch 
Aufkleben von (käuflichen) Papiermaßſtäben zweckmäßig mit einer Milli— 
meterteilung verſehen. Das Zeichenpapier fei nicht zu ſtark, aber möglichſt 
elaſtiſch und glatt. Für die meiſten Hefte werden 6 x 8 — 48 Zeichnungen 

völlig genügen, oft auch weniger. Das Blatt wird deshalb in 48 rechteckige 
Felder von der handlichen Größe 6 x 10,5 em? geteilt (Fig. 90). In 
jedem Felde bleiben links 4 em von der Zeichnung frei, jo daß für diefe 
i ein Platz von etwa 6 x 6 em? bete 
fügbar ift. Zuerſt werden in alle 
Felder bie feſtbleibenden Punkte und 
Linien eingetragen, dann die ver— 
änderlichen Teile in ihren verſchiede— 
nen, natürlich vorher zu überlegen— 
den, aufeinander folgenden Phaſen. 
Beim Ausziehen der Zeichnungen 
: ijt die Verwendung mehrerer Farben 
Jiatrko arit ſehr zu empfehlen. Größte Sorgfalt 

Rb und Genauigkeit ijt unbedingt er- 
forderlich. Der fertige Bogen wird mit einer Schere in feine 48 Blätter zer— 
ſchnitten, dieſe werden aufeinander gelegt, der mit einem Titelblatt verſehene 
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Block am Rücken verleimt, in einer Schraubenpreſſe gepreßt, an ben anderen 
Rändern, beſonders aber rechts (am beſten vom Buchbinder) beſchnitten und 
mit einem ſchwarzen Wachstucheinbande verſehen. Schließlich wird links dicht 
am Rücken noch ein etwa 2,5 em breiter ſchwarzer Kalikoſtreifen feſt um den 


Block geleimt und die rechte Seitenfläche des Blockes mit Tuſche geſchwärzt 


(Fig. $9). Durchblättert man den Block in bekannter Weiſe mit Hilfe des 
Daumens, ſo erblickt man die Veränderungen der Figur mit vollkommener 
Deutlichkeit. 

Die als Beiſpiel beigefügte Zeichnung Fig. 9% ſtellt die Umlegung eines 
Dreiecks in die Zeichenebene dar. Die einzelnen Bilder ſind Schrägbilder 
mit 909 Verzerrungswinkel. Das letzte zeigt die Affinität des umgelegten 
Dreiecks mit dem Grundriß. 

Zur Veranſchaulichung durch Kinohefte eignen ſich z. B.: 

"1. geometriſche Örter, 

2. Flächenverwandlungen (3. B. der Satz des Pythagoras), 

3. Grenzübergänge, 

4. Maxima und Minima, 5 
. Seterminationen von planimetriſchen und trigonometriſchen Aufgaben, 
6. funktionelle Abhängigkeit gewiſſer Stücke einer Figur von anderen 

Stücken, 

7. mechanische Koͤnſtruktionen von Kurven. 


Daß auch viele phyſikaliſche (3. B. die Wellenbewegung), techniſche und 
aſtronomiſche Vorgänge ſich auf dieſe Weiſe ohne koſtſpielige Modelle ver— 
anſchaulichen laſſen, bedarf wohl kaum der Erwähnung. 


Übungsaufgaben. 

Stelle Kinohefte her für folgende Sätze: 

l. Durch die Bewegung eines Punktes entſteht eine Linie (3. B. ein Kreis). 

2. Durch die Bewegung einer Linie entſteht eine Fläche. (Parallelogramm, Kreis, 
Kegelmantel.) ; 

3. Durch die Bewegung einer Fläche entſteht ein Körper. (Quader, Zylinder, Kegel.) 

4. Die Tangente als Grenzfall der Sekante. 

5. Peripheriewinkel über demſelben Bogen ſind gleich. 

6. Satz des Euklid (1. Verwandlung eines Kathetenquadrats (a?) in ein Parallelo— 
gramm, 2. Drehung dieſes Parallelogramms, 3. Verwandlung des Parallelogramms 
in das Rechteck c. p. S. Fig. 206 in Reinhardt-Zeisberg A J). 

7. Geometriſche Örter nach A I Fig. 50, 131, 141, 142. 

8. Harmoniſche Teilung einer Strecke A II Fig. 44. 

9. Der apolloniſche Kreis. A II Fig. 47. 

10. Die Projektion einer Strecke iſt eine Strecke. 

11, Grund- und Aufriß eines Punktes liegen in einer Senkrechten zur Achie. 
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Erſter Abſchnitt. Die Parallelprojektion auf eine Tafel. 
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Figur 90 (linke Hälfte) 
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Figur 90 (rechte Hälfte). 
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